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Aplikace replikaãních metod 
pfii ocenûní a zaji‰tûní bariérov˘ch
opcí
Tomá‰ TICH¯*

1. Úvod

Na moderních finanãních trzích dochází k redistribuci rizika mezi jednot-
liv˘mi subjekty. Ty, které se rizika chtûjí vzdát, ho pfiesouvají na subjekty,
které jsou ochotny ho akceptovat. Dûje se tak pomocí rÛzn˘ch instrumentÛ,
jako jsou kontrakty futures nebo opce. Právû vyuÏití opcí umoÏÀuje sníÏit
(odstranit) riziko jednostranného v˘kyvu cen pfii souãasném zachování moÏ-
nosti profitovat z v˘voje pfiíznivého. Naopak pro subjekty, které riziko pfii-
jímají, mohou opce pfii nepfiíznivém v˘voji znamenat takfika neomezené ne-
bezpeãí ztráty – coÏ implikuje poÏadavek na fiízení jejich rizika. Základním
poÏadavkem pro efektivní fiízení rizika opcí je pfiedev‰ím jejich správné oce-
nûní a následná moÏnost hedgingu. Úãelem hedgingu mÛÏe b˘t odstra-
nûní rizika celkové (perfect hedge) nebo pouze ãásteãné (quantile hedging,
shortfall hedging).

Metodou, kterou lze vyuÏít jak pfii oceÀování, tak pfii zaji‰Èování (hed-
gingu), je metoda replikace v˘platní funkce opce. Opãní replikace pfied-
stavuje sama o sobû jednu z nejpodnûtnûj‰ích my‰lenek a jeden z nejzají-
mavûj‰ích pfiístupÛ k modernímu oceÀování a zaji‰Èování derivátÛ. Z ãa-
sového hlediska existují dva základní pohledy na replikaci opãní v˘platy:
dynamická replikace a statická replikace.

U dynamické replikace se vychází z teoretick˘ch závûrÛ Blacka a Scho-
lese (1973) – opce na akcii se v jakémkoliv okamÏiku chová jako váÏené
portfolio H rizikového (podkladového) aktiva S a bezrizikového dluhopisu
s nulov˘m kuponem B. Základními pfiedpoklady této metody jsou: exi-
stence dokonal˘ch trhÛ, moÏnost spojitého obchodování a nemoÏnost ar-
bitráÏe.

Jinou metodou, kterou lze vyuÏít obzvlá‰tû pro replikaci a zaji‰tûní sloÏi-
tûj‰ích – exotick˘ch – opcí, je statická replikace. Úãelem této metody je na-
jít takové portfolio �, které by obsahovalo koneãn˘ poãet obyãejn˘ch (plain
vanilla), bûÏnû obchodovateln˘ch opcí, jejichÏ mnoÏství v portfoliu by po ce-
lou dobu Ïivotnosti zÛstalo nemûnné a pfiitom by umoÏÀovalo replikovat v˘-
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platu opce. Konkrétnû v pfiípadû bariérov˘ch opcí se jedná o replikaci v dobû
zralosti a/nebo na bariéfie U (tj. pro S = U). Metoda ãásteãnû pfiipou‰tí po-
ru‰ení pfiedpokladu dokonal˘ch trhÛ (spojitost obchodování), vyÏaduje v‰ak
existenci vefiejnû obchodovateln˘ch opcí s nekoneãnû mnoha Ïivotnostmi,
pfiípadnû i s nekoneãnû mnoha realizaãními cenami.

Replikací se obecnû myslí vytvofiení replikaãního portfolia, které by mûlo
mít po celé cílové období stejnou hodnotu jako replikované aktivum. S tímto
portfoliem bude spojen stejn˘ oãekávan˘ v˘nos, ale i stejné riziko. Oproti
tomu pfii vytvofiení zaji‰tûného (hedgingového) portfolia je cílem doplnit za-
ji‰Èované aktivum tak, aby bylo odstranûno riziko a toto portfolio pfiiná‰elo
bezrizikov˘ v˘nos. Toho lze dosáhnout napfiíklad spojením krátké pozice
v replikovaném aktivu a dlouhé pozice v replikaãním portfoliu. Takto lze
dosáhnout nulové v˘sledné pozice – za nemoÏnosti arbitráÏe pfiiná‰ející pfii
nulovém riziku nulov˘ v˘nos.

Cílem tohoto ãlánku je zejména pfiispût k vyjasnûní aktuální problema-
tiky fiízení rizika derivátu. Z tohoto dÛvodu jsou nejdfiíve popsány v˘‰e uve-
dené pfiístupy k opãní replikaci a dále je ukázána jejich efektivnost na jed-
noduchém pfiípadû diskrétnû pojaté replikace bariérové opce (up-and-out
call). Pro názornost je pfiedpokládan˘m podkladov˘m aktivem opce akcie
(akciov˘ index). Pfii závûreãném srovnání je rovnûÏ uvaÏován vliv trans-
akãních nákladÛ.

Postup je následující. Nejdfiíve je struãnû definován pojem opce a barié-
rová opce s dÛrazem na konkrétní typ – reverzní bariérovou opci. Tato opce
byla vybrána vzhledem ke sv˘m specifick˘m vlastnostem, jako je napfi. v˘-
razná nespojitost pfii dosaÏení bariéry. Právû na této bariérové opci budou
dále ovûfiovány replikaãní metody. Pfiedmûtem tohoto ãlánku jsou jak dis-
krétnû, tak spojitû sledované konstantní bariéry.

V navazujících kapitolách jsou postupnû popsány obû jmenované repli-
kaãní metody. Dynamická replikace je popsána obecnû, statická pak vzhle-
dem ke své specifiãnosti s aplikací na bariérov˘ch opcích.

Druhá ãást ãlánku je vûnována pfiedev‰ím potenciální chybû replikace a je-
jím zdrojÛm. Z didaktick˘ch dÛvodÛ je zvolena konkrétní bariérová opce.
Dále jsou objasnûny klady a zápory jak dynamické, tak statické strategie.
Pro posouzení replikace bariérov˘ch opcí pfii aplikaci na opce s podklado-
v˘m aktivem – indexy svûtov˘ch kapitálov˘ch trhÛ – viz Tich˘ (2003) a Ti-
ch˘ (2004).

2. Bariérové opce

Opce (finanãní opce) je aktivum, které svému vlastníkovi dává právo,
av‰ak ne závazek „smûnit“1 stanovené finanãní aktivum, tzv. podkladové
aktivum, S, v pfiedem urãeném ãase (období) za dohodnutou ãástku, ozna-
ãovanou jako realizaãní cena, exercise price, X. Opce, která svému drÏi-
teli dává právo koupit, se oznaãuje kupní (call) opce. Opce, která svému
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vlastníkovi poskytuje právo prodat podkladové aktivum, se oznaãuje pro-
dejní (put) opce.

V˘platní funkci kupních a prodejních opcí lze zapsat jako �call = (ST – X)+,
resp. �put = (X – ST)+, pfiiãemÏ (.)+ � max (.;0) a ST je cena podkladového ak-
tiva v dobû realizace (T) opce. Z hlediska matematické anal˘zy jednodu‰-
‰ím (a doposud ãastûj‰ím) pfiípadem opcí jsou takové opce, které umoÏÀují
realizaci (uplatnûní) jen v konkrétní den – oznaãovány jsou jako opce ev-
ropské. V následujícím textu proto bude pojmem „opce“ my‰lena právû ev-
ropská kupní opce.

V zásadû lze rozli‰it mnoho typÛ opcí s více ãi ménû komplikovan˘mi v˘-
platními funkcemi.2 V tomto pfiíspûvku je pozornost soustfiedûna v prvé fiadû
na opce bariérové. Ty pfiedstavují speciální pfiípad tzv. path dependent
options (PD-opcí), tj. opcí, jejichÏ v˘plata v okamÏiku realizace je urãit˘m
zpÛsobem závislá na v˘voji ceny (sledované cestû) podkladového aktiva po
dobu Ïivotnosti opce. Bariérové opce pfiitom pfiedstavují slabou závislost na
minulém v˘voji – minul˘ v˘voj ovlivÀuje (ne)moÏnost uplatnûní opce, av‰ak
vlastní v˘plata je odvozena pouze od spotové ceny aktiva v okamÏiku rea-
lizace.

Hlavním znakem bariérov˘ch opcí je existence bariéry, která (jak bylo na-
znaãeno v˘‰e) ovlivÀuje moÏnost uplatnûní opce. V zásadû mÛÏeme rozli‰it
2 � 2 základní typy bariérov˘ch opcí. Jedná se jednak o opce typu knock-
-in (opci lze uplatnit pouze v pfiípadû, Ïe stanovená bariéra byla v prÛbûhu
Ïivotnosti dosaÏena) a dále opce typu knock-out (v pfiípadû dosaÏení bari-
éry opci uplatnit nelze). Dále se podle v˘chozího umístûní bariéry hovofií
o up-and-out(in) opcích, U�X, a down-and-out(in) opcích, X�L, kde U
oznaãuje horní (upper) bariéru a L dolní (lower) bariéru. V dal‰ím textu
bude standardnû pfiedpokládána jen existence horní bariéry U.

Konkrétní v˘plata opce závisí na vztahu ceny podkladového aktiva a re-
alizaãní ceny v okamÏiku T – viz graf 1. Pro anal˘zu bariérov˘ch opcí je dÛ-
leÏit˘ rovnûÏ dÛsledek parity knock-out-in. Budeme-li sledovat scénáfi v˘-
voje S3 na grafu 1, je zfiejmé, Ïe knock-out opce existuje aÏ po okamÏik t.
Naopak knock-in opce zaãíná právû zde „svou existenci“. Oproti tomu bûÏná
opce bude existovat po celou dobu, tj. aÏ po T, a její hodnota (Vcall) by mûla
odpovídat souãtu hodnot knock-in (Vup/in) a knock-out opce (Vup/out) se stej-
n˘mi realizaãními cenami, Ïivotností a bariérou:

Vcall (S; T) = Vup/out (S, U; T) + Vup/in (S, U; T) (1)

2.1 Digitální opce

Urãit˘ pfiechod mezi jednoduch˘mi opcemi (plain vanilla kupní nebo pro-
dejní) a opcemi se sloÏitûj‰í v˘platou (napfi. opce bariérové) tvofií digitální
opce, oznaãované také jako binární. To, zda bude takováto opce v pfiíslu‰-
ném okamÏiku uplatnûna, sice závisí na vzájemném vztahu X a ST, av‰ak
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2 Pro detailní popis základních typÛ jednotliv˘ch opcí a jejich vlastností viz standardní litera-
tura v závûreãném pfiehledu, pfiíp. pro pfiehled oceÀovacích formulí a formulí pro v˘poãet citli-
vostí (tzv. greeks) viz (Wystup, 2002).
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v˘‰e vlastní v˘platy je na tomto vztahu nezávislá. Rozli‰ují se dva základní
typy: (a) cash-or-nothing: v˘plata je tvofiena urãitou pevnû stanovenou
ãástkou; (b) asset-or-nothing: v˘plata je tvofiena hodnotou podkladového
aktiva, av‰ak bez odeãtení realizaãní ceny. V tomto ãlánku vyuÏijeme vlast-
ností opcí prvního typu.

Jak vypl˘vá z v˘‰e uvedené definice, hodnota digitální kupní opce prv-
ního typu odpovídá pravdûpodobnosti, Ïe cena podkladového aktiva v oka-
mÏiku T pfiesáhne v˘‰i realizaãní ceny X. V˘platní funkce se takto stává
v bodû X nespojitou. Uvedenou opci lze chápat také jako zvlá‰tní pfiípad ba-
riérové opce, jejíÏ bariéra je aktivní jen v okamÏiku T.

2.2 Reverzní bariérová kupní opce

Z hlediska oceÀování a anal˘zy rizika je pravdûpodobnû nejzajímavûj‰ím
pfiípadem jednoduch˘ch bariérov˘ch opcí tzv. ITM up-and-out kupní opce,
nûkdy také oznaãovaná jako reverzní bariérová opce. Jedná se o kupní opci,
která existuje pfii dosaÏení bariéry v penûzích (in-the-money, ITM), tj. opce
pfiestává existovat v pfiípadû dosaÏení horní bariéry, která leÏí v˘‰e neÏ sta-
novená realizaãní cena, U�X. To má za následek nespojitost opãní v˘platy
a v˘znamnou citlivost nûkter˘ch parametrÛ (greeks) na zmûnu vstupních
dat.

Dal‰í dÛleÏité znaky bariérov˘ch opcí jsou spojeny s charakterem bariéry,
jako je její typ (konstantní, v ãase se mûnící) a zpÛsob sledování (diskrétnû,
spojitû). Hlavní rozdíl mezi diskrétním a spojit˘m charakterem bariéry je
dán zejména vztahem bariéry U a ceny podkladového aktiva v okamÏiku
ukonãení existence knock-out opce, Sout. U opce se spojitû sledovanou bari-
érou (dále spojitá bariéra) je zfiejmé, Ïe tato opce pfiestane existovat právû
v okamÏiku dosaÏení bariéry. Oznaãíme-li tedy Pr(g) jako pravdûpodobnost,
Ïe nastane jev g, pak Pr(Sout = U) = 1. Jiná situace nastává, je-li cena pod-
kladového aktiva, resp. její vztah vÛãi bariéfie, sledována (monitorována)
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GRAF 1 Vývoj ceny podkladového aktiva, scénáře S1, S2, S3

Knock-out kupní opce s horní bariérou U: v pfiípadû jejího dosaÏení pfiestane opce existovat, scénáfi S3, ãas t. Nao-
pak pfiíslu‰ná knock-in opce „zahájí“ v tomto okamÏiku svou existenci. BûÏná kupní opce existuje po celou dobu Ïi-
votnosti, aÏ po T. Scénáfi S1: po celou dobu Ïivotnosti nedo‰lo k dosaÏení bariéry, knock-out opce bude uplatnûna,
knock-in opci v‰ak uplatnit nelze. 
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v diskrétních okamÏicích (dále diskrétní bariéra), tj. dennû, t˘dnû, u dlou-
hodobûj‰ích opcí pfiípadnû i mûsíãnû (obvykle se pouÏívají vybrané uzaví-
rací ceny, close prices). Tyto okamÏiky budou v dal‰ím textu oznaãovány jako
data knock-out.

V pfiípadû opcí s diskrétní bariérou je tedy velmi pravdûpodobné, Ïe 
spotová cena bude v okamÏiku, ke kterému opce knock-out pfiestane exi-
stovat, vy‰‰í, pfiípadnû i niÏ‰í, ale pravdûpodobnû ne stejná jako bariéra, 
Pr(Sout � U) → 1. Je tomu tak proto, Ïe pro dal‰í existenci opce není dÛle-
Ïité skuteãné dosaÏení bariéry, ale to, jaká bude situace právû k datu knock-
-out. Je-li cena podkladového aktiva k tomuto datu niÏ‰í neÏ bariéra, mÛÏe
opce dále existovat. Je-li v‰ak spotová cena vy‰‰í neÏ bariéra nebo jí rovna,
pak opce existovat pfiestává. Tato skuteãnost bude mít v˘znamn˘ vliv na
koneãn˘ efekt replikaãní strategie.

Pro názornost je situace znázornûna pomocí grafu 2; horizontální osa pfied-
stavuje ãas, pfiiãemÏ jsou zv˘raznûna tfii data knock-out. Jak je zfiejmé,
kfiivka znázorÀující v˘voj ceny podkladového aktiva v ãase protíná bariéru
(smûrem vzhÛru) mezi daty t1 a t2, av‰ak v daném okamÏiku není jasné, zda
cena zÛstane nad bariérou aÏ do data t2, nebo ne. Z dal‰ího v˘voje je zfiejmé,
Ïe cena po náhlém v˘stupu zpûtnû klesá pod bariéru U. K rozhodnému datu
t1 i t2 je tedy cena aktiva niÏ‰í neÏ bariéra a opce mÛÏe nadále existovat.
Mezi daty t2 a t3 je situace odli‰ná. Cena pfiesahuje bariéru a zÛstává v roz-
hodné oblasti aÏ po okamÏik t3, opce pfiestává existovat, pfiiãemÏ v‰ak spo-
tová cena je v˘raznû vy‰‰í neÏ bariéra.

U analyticky vyjádfien˘ch oceÀovacích formulí se obvykle pfiedpokládá
spojitá moÏnost dosaÏení bariéry. Cenu takovéto opce lze obecnû získat ur-
ãením oãekávané v˘platy opce v dobû zralosti diskontované pfiíslu‰nou saz-
bou. Za pfiedpokladu uÏití rizikovû neutrálních pravdûpodobností z mnoÏiny
Q3 bude pfiíslu‰nou sazbou bezriziková sazba r. Pro hodnotu kupní opce
knock-out Vup/out pak platí, Ïe:

Vup/out = e–r.� . EQ (ST – X)+ . Imax SS<U (2)
s�[0; T]
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GRAF 2 Opce s diskrétní bariérou

V˘voj ceny podkladového aktiva je zachycen vzhledem ke tfiem knock-out datÛm, t1, t2, t3. Knock-out kupní opce
s horní bariérou U v intervalu mezi daty t1 a t2 – cena podkladového aktiva sice pfiesáhla bariéru, ale opce nadále
existuje. Pfiestává existovat aÏ k datu t3, cena S leÏí nad bariérou. 
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kde � pfiedstavuje dobu do zralosti a IA oznaãuje indikátor,

1, jestliÏe A platíIA = � 0, pokud A neplatí

¤e‰ení uvedeného vztahu je pro opce se spojitou bariérou, tj. s �[0; T], tri-
viální (jedná se o urãení diskontované stfiední hodnoty oãekávané v˘platy
pfii aplikaci integrálÛ a distribuãní funkce sdruÏeného normálního rozdû-
lení). Naopak, jedná-li se o opci s diskrétní bariérou, tj. s �[t0, t1, t2, …, 
tn = T], je fie‰ení sloÏitûj‰í. Buì lze vyuÏít simulaãních metod, nebo lze s cí-
lem uÏít analytické fie‰ení bariéru umûle zv˘‰it (Broadie – Glassermann –
Kou, 1997).

V praxi jsou opce se spojit˘mi (pseudospojit˘mi) bariérami upfiednostÀo-
vány pfiedev‰ím v souvislosti s úrokov˘mi sazbami a mûnov˘mi kurzy. Je-
-li v‰ak podkladov˘m aktivem bariérové opce cena akcie ãi úroveÀ akcio-
vého indexu, je ãastûj‰í diskrétnû sledovan˘ vztah spotová cena podklado-
vého aktiva – bariéra.

3. Dynamická replikace

Základním pfiedpokladem dynamické replikace hodnoty jakéhokoliv de-
rivátu f je existence úplného trhu a obecnû tedy moÏnost nalezení takového
portfolia H(B, S), které by v kaÏdém ãasovém okamÏiku mûlo stejnou hod-
notu jako replikovan˘ derivát. U dynamické replikace lze rozli‰it dva kroky.
Jednak je tfieba nalézt optimální v˘chozí kapitál H0 umoÏÀující zahájit re-
plikaci derivátu. Dále je nutné zvolit optimální replikaãní strategii �H0 – pfii
daném v˘chozím kapitálu H0 stanovení takov˘ch kombinací �t = (xt, yt), kde
xt pfiedstavuje váhu bezrizikového aktiva B a yt váhu rizikového aktiva S
v portfoliu v ãase t, aby pro v‰echna t, t ��0,T�, platilo, Ïe:

ft = Ht kde Ht = xt
. Bt + yt

. St (3)

Bude-li H0 minimální v˘chozí kapitál umoÏÀující provádût optimální re-
plikaãní strategii �H0, pak musí jeho hodnota za pfiedpokladu dokonal˘ch
trhÛ odpovídat spravedlivé cenû (fair price) derivátu f:

f0 = H0 (4)

Pro replikaãní portfolio H dále platí, Ïe je samofinancovatelné. To zna-
mená, Ïe celková hodnota replikaãního portfolia pfied úpravou kombinací
aktiv v portfoliu, �t = (xt, yt), musí odpovídat hodnotû po úpravû, tedy pfii
nové kombinaci �t+dt =  (xt+dt, yt+dt):

Ht+dt = xt
. Bt+dt + yt

. St+dt = xt+dt
. Bt+dt + yt+dt

. St+dt (5)
dHt = xt

. dBt + yt
. dSt

310 Finance a úvûr – Czech Journal of Economics and Finance, 54, 2004, ã. 7-8

3 MnoÏinou Q se obecnû oznaãuje mnoÏina rizikovû neutrálních (martingale) pravdûpodobností
ekvivalentních k mnoÏinû reáln˘ch (trÏních) pravdûpodobností P. Jejich aplikací lze z v ãase ros-
toucího stochastického procesu S. t diskontovaného bezrizikovou sazbou r uãinit proces typu mar-
tingale, tj. EQ [St

. e–r . t] = S0, � t � [0, T].
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Z toho vypl˘vá, Ïe za pfiedpokladu spojité úpravy podílÛ aktiv v portfoliu
lze koneãnou hodnotu portfolia HT zapsat takto:

Ht = H0 + 
T

�
0

xt
. dBt +

T

�
0

yt
. dSt (6)

kde první ãást pravé strany rovnice pfiedstavuje v˘chozí kapitál a integrály
pak kumulovan˘ zisk (ztrátu) z replikaãní strategie �H0, tedy z drÏení da-
ného mnoÏství zvolen˘ch aktiv v ãase; jedná se o tzv. gain process. Za pfied-
pokladu dokonal˘ch trhÛ a pfii uÏití optimální replikaãní strategie pak pro
koneãnou hodnotu replikaãního portfolia platí:

fT = HT (7)

3.1 Dynamická replikace a BlackÛv-ScholesÛv pfiístup

Pfii hledání optimální replikaãní strategie �H0 lze vyjít z Lelanda a Ru-
binsteina (1981), ktefií upravili Blackovu-Scholesovu-Mertonovu parciální
diferenciální rovnici.4

Pfiedpokládáme-li rizikové aktivum S s pfiírÛstkem:

dS = � . S . dt + 	 . S . dz (8)

a jednodimenzionální derivát, kter˘ je závisl˘ pouze na dynamice podkla-
dového aktiva S, ãase a jin˘ch konstantních parametrech, lze pfiírÛstek to-
hoto derivátu vyjádfiit podle Itôovy formule následovnû:


f 1 
2f 
fdf = ––– . dt + –– . –––– . 	2 . S2 . dt + ––– . S . (� . dt + 	 . dz) (9)

t 2 
S2 
S

pfiiãemÏ jedin˘m neznám˘m a stochastick˘m prvkem v rovnicích (8) a (9)
je specifick˘ WienerÛv proces dz. Je tedy zfiejmé, Ïe abstrahujeme-li od
zmûny druhého fiádu, lze pfiírÛstek hodnoty derivátu df replikovat investo-

váním podílu = � (delta) do rizikového aktiva S a rozdílu f – � . S do

aktiva bezrizikového. A tedy:


fHt = xt
. Bt + �t

. St, pfiiãemÏ � = ––– , x0
. B0 = f0 – �0

. S0 (10)

S

Pro replikaci jakéhokoliv derivátu pak platí:

ft = Ht,   Ht = St
. �t – Bt (11)


f––

S
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4 Black a Scholes ve svém ãlánku (1973) pÛvodnû pouze zaji‰Èovali opci pfiidáním vhodného
mnoÏství podkladového aktiva. Uveden˘ postup lze oznaãit jako tzv. delta-hedging. Leland a Ru-
binstein (1981) si posléze uvûdomili, Ïe postup lze obmûnit a opci zcela synteticky vytvofiit, re-
plikovat. Zmínûná PDE je zaloÏena na vztahu (9); fie‰ením po doplnûní pfiíslu‰n˘ch okrajov˘ch
podmínek podle typu derivátu (plain vanilla, bariérová opce apod.) lze urãit jeho cenu.
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v pfiípadû dlouhé pozice a

– ft = – Ht, – Ht = – St
. �t + Bt (12)

v pfiípadû krátké pozice. Poznamenejme, Ïe hodnota levé i pravé strany rov-
nic (11) a (12) musí odpovídat hodnotû replikovaného derivátu pro v‰ech-
na t, tedy pozici v replikovaném aktivu po celou dobu Ïivotnosti.

Dosazením do (6) a (7) pak lze urãit koneãnou hodnotu derivátu:

ft = x0
. B0 + �0

. S0 + 
T

�
0

xt
. dBt +

T

�
0

�t
. dSt (13)

Teoretick˘ pfiedpoklad, Ïe se replikaãní (zaji‰Èovací) portfolio H chová
zcela totoÏnû jako derivát f, je splnûn pouze za pfiedpokladu spojité úpravy
vah aktiv v portfoliu, tj. dt se blíÏí nule. Takto je vyÏadováno prakticky ne-
moÏné – spojité obchodování pfii nulov˘ch transakãních nákladech a nulo-
vém bid-ask spread. V praxi v‰ak b˘vá upfiednostÀováno sledování aktiv
a úprava vah v diskrétních intervalech �t; v dÛsledku toho bude integrál
ve vztahu (13) nahrazen sumou a rovnost pravé a levé strany bude platit
jen v prÛmûru. Oãekávaná hodnota replikaãního portfolia sice bude stále
odpovídat hodnotû replikovaného aktiva, av‰ak v˘sledek se stane riziko-
v˘m. Velikost smûrodatné odchylky pak bude podmínûna typem opce a cha-
rakterem podkladového procesu.

3.2 VyuÏití replikaãního portfolia pfii hedgingu

V pfiípadû, Ïe cílem hledané strategie je vytvofiit bezrizikov˘ v˘nos z krátké
rizikové pozice f, lze postupovat následovnû. Pozici v derivátu je tfieba do-
plnit vhodn˘m mnoÏstvím � jiného rizikového aktiva, napfi. aktiva podkla-
dového S:

bezriziková pozice F = –f0 + S0
. �0 (14)


fkde � je v naprosté vût‰inû pfiípadÛ kladné. Jak je zfiejmé z (10), � � ––.

S

Jen takto lze vytvofiit bezrizikov˘ v˘nos. Je nutné si uvûdomit, Ïe nákup
podkladového aktiva a udrÏování optimální pozice se musí financovat z ur-
ãit˘ch zdrojÛ (bezriziková zápÛjãka, v˘pÛjãka). To se projeví na v˘sledné po-
zici takto:

celková pozice F – x0
. B0 = –f0 + S0 . �0 – x0

. B0 = –ft + Ht = 0 (15)

V˘sledná celková pozice je tedy bezriziková a má nulovou hodnotu. Po-
v‰imnûme si dále, Ïe pro zaji‰tûní krátké pozice v derivátu je tfieba uÏít port-
folio, které replikuje dlouhou pozici v témÏe derivátu.

4. Statická replikace

Statické replikaci se mezi prvními vûnovali obzvlá‰tû Derman et al. (Der-
man – Ergener – Kani, 1995), popisující numerick˘ algoritmus s vyuÏitím
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binomického modelu. Detailnûji, pfieváÏnû ve spojitém ãase a v Blackovû-
-Scholesovû prostfiedí, se pak metodou zaobírali Carr a Chou (1997), Carr
et al. (Carr – Ellis – Gupta, 1998), Andersen et al. (Andersen – Andreasen
– Eliezer, 2000) a Joshi (2001), kter˘ se zároveÀ pokusil rozli‰it standardní
replikaãní metody následovnû.

a) strong static: v˘plata opce mÛÏe b˘t dokonale replikována sestave-
ním koneãného portfolia, v nûmÏ jsou obsaÏeny kupní i prodejní opce a pod-
kladové aktivum, vytvofieného v jednom okamÏiku, a to bez nutnosti dal-
‰ích úprav podílÛ aktiv;

b) mezzo static: v˘plata opce mÛÏe b˘t dokonale replikována sestave-
ním koneãného portfolia, v nûmÏ jsou obsaÏeny kupní i prodejní opce, vy-
tvofieného v jednom okamÏiku a koneãn˘m poãtem obchodÛ s podkladov˘m
aktivem v ãasov˘ch okamÏicích následujících;

c) weak static: v˘plata opce mÛÏe b˘t dokonale replikována sestavením
koneãného portfolia, v nûmÏ jsou obsaÏeny kupní i prodejní opce, které mo-
hou b˘t prodány pfied dobou realizace;

d) feeble static: v˘plata opce mÛÏe b˘t dokonale replikována pomocí ko-
neãného poãtu obchodÛ s koneãn˘m poãtem opcí;

e) dynamic: v˘plata opce mÛÏe b˘t dokonale replikována jen pomocí spo-
jitého dynamického obchodování s podkladov˘m aktivem.

Smyslem statické replikace bariérov˘ch opcí mÛÏe b˘t – podobnû jako
v pfiípadû dynamické replikace – vytvofiení takového portfolia � z plain va-
nilla opcí s urãit˘mi splatnostmi a realizaãními cenami, které by mûlo po
celou dobu své Ïivotnosti stejnou hodnotu5 jako cílová knock-out ãi knock-
in opce f, tedy:

�t = ft,   t � [0; T] (16)

Jako vhodnûj‰í se v‰ak v tomto pfiípadû jeví pojetí replikace jako metody,
která pomáhá vytvofiit takové portfolio, jeÏ replikuje „jen“ v˘platu cílené
opce f v dobû zralosti nebo její hodnotu na bariéfie. Podle grafu 2 se jedná
o ãást svislé pfiímky (T) a pfiíslu‰nou ãást vodorovné pfiímky (U). Pfii doko-
nalé replikaci by v‰ak hodnota portfolia � mûla odpovídat hodnotû repli-
kované opce i ve zv˘raznûné oblasti (opce s dolní a horní bariérou L a U),
resp. vãetnû oblasti 0TL (opce s horní bariérou U).

V zásadû lze rozli‰it dva základní pfiístupy k vytvofiení statického repli-
kaãního portfolia. První metoda je oznaãována podle autorÛ jako DEK (Der-
man – Ergener – Kani, 1995) a je zaloÏena na sestavení portfolia z relativnû
velkého poãtu opcí s rÛznou Ïivotností. Druh˘ pfiístup, podle autorÛ ozna-
ãovan˘ jako CEG (Carr – Ellis – Gupta, 1998), vyÏaduje men‰í poãet opcí
se stejnou Ïivotností, av‰ak za pfiedpokladu splnûní urãit˘ch podmínek.
Jedná se jednak o symetrickou volatilitu (symmetric volatility smile) a jed-
nak o nulov˘ pfiírÛstek ceny podkladového aktiva (opce na forwardové ceny,
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5 V pfiípadû dynamické replikace tomu tak b˘t musí. Portfolia, která mají stejnou poãáteãní i ko-
neãnou hodnotu, musejí mít za nemoÏnosti arbitráÏe stejnou hodnotu i po celou dobu své Ïivot-
nosti. Vliv hraje i pfiedpoklad spojitého obchodování, nepfiedpokládaného statick˘m pfiístupem.
Za pfiedpokladu dokonal˘ch, úpln˘ch trhÛ by v‰ak dokonale replikující statické portfolio mûlo
mít také totoÏnou hodnotu po celou dobu Ïivotnosti.
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aktiva s nulov˘mi náklady drÏení, cost of carry, apod.). V takovémto pfií-
padû lze postupovat podle pravidla „put-call symetrie“, jeÏ spojuje hod-
noty kupních a prodejních opcí se stejn˘mi splatnostmi, av‰ak s rÛzn˘mi
realizaãními cenami.

Dále uvedená definice replikace bariérové opce je zpravidla oznaãována
za „statickou“, pfiestoÏe pro svou dokonalost (perfect replication) vyÏaduje
nekoneãné mnoÏství aktiv v portfoliu. RovnûÏ se pfiedpokládá jedna (ko-
neãná) úprava portfolia, a to v pfiípadû dosaÏení bariéry. Metoda je po urãi-
t˘ch úpravách aplikovatelná i na replikaci jin˘ch exotick˘ch opcí; jedná se
napfiíklad o opce sloÏené (compound options), opce typu lookback (ty lze
povaÏovat za speciální pfiípad komplexní bariérové opce) nebo splátkové
(installment options).

4.1 Statická replikace opce se spojitou bariérou

Pfiedpokládejme nejdfiíve statickou replikaci up-and-out kupní opce
Vut/out (U, X, T) se spojitou bariérou podle DEK. Jedná-li se o opci ev-
ropského typu, tj. mÛÏe-li b˘t uplatnûna jen v ãase T, je zfiejmé, Ïe prvním
krokem je nalezení takov˘ch opcí, které by replikovaly hodnotu f v dobû zra-
losti, tedy na tzv. time boundary, ãasové hranici. První aktivum, které je
tfieba zahrnout do replikaãního portfolia �o, je bûÏná kupní opce Vcall (X, T). Tato
opce bude mít poÏadovanou hodnotu v oblasti S � [0, U) � T, av‰ak jiÏ ne
pfii ST 
 U. Pro úspû‰nost replikace postaãuje, aby opce i portfolio �o mûly
stejnou hodnotu právû na bariéfie, ne za ní. Tuto podmínku splÀuje krátká
pozice v jakékoliv opci se stejnou hodnotou jako V (X, T) na bariéfie a s nu-
lovou hodnotou pod bariérou (v ãase T). MÛÏe se jednat napfiíklad o digi-
tální opci Vdig (U, T) s realizaãní cenou odpovídající bariéfie nebo o její apro-
ximaci pomocí rozpûtí vytvofieného z bûÏnû obchodovateln˘ch opcí.

Z vlastností bariérov˘ch opcí se pak odvíjí dal‰í postup replikace. To, zda
bude opce v ãase T uplatnitelná, ãi ne, závisí na (ne)dosaÏení bariéry po
dobu Ïivotnosti. K opci Vcall (X, T) jiÏ obsaÏené v portfoliu �o je tfieba pfiidat
potfiebné mnoÏství jin˘ch opcí nulujících jeho hodnotu na bariéfie, pfiiãemÏ
je tfieba postupovat zpûtnû od doby zralosti po ãas nula. Portfolio je tedy
v koneãném dÛsledku spojité bariéry nutné doplnit o pfiíslu‰né jednoduché
opce pro kaÏd˘ pfiípadn˘ okamÏik (tj. nekoneãnû mnoho okamÏikÛ) dosa-
Ïení bariéry.

Jak bylo uvedeno, tato strategie není zcela statická. VyÏaduje rovnûÏ akci
v pfiípadû dosaÏení bariéry (tabulka 1), a ne aÏ v dobû zralosti. Portfolio  �o

replikující knock-out opci by mûlo b˘t v takovémto pfiípadû zlikvidováno;
bylo by totiÏ jisté, Ïe opce nebude moci b˘t v ãase T uplatnûna. Je-li port-
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portfolio hodnota v případě strategie v případě dosažení
dosažení bariéry bariéry

�o 0 likvidace portfolia

� i Vcall přeměna v plain vanilla
kupní opci

TABULKA 1 Statická replikace bariérové kupní opce a strategie v případě dosažení bariéry
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folio  �o dobfie vybráno, mûla by b˘t tato likvidace moÏná pfii nulov˘ch ná-
kladech a není tedy nutné, aby hodnota portfolia  �o odpovídala hodnotû
replikované opce i za bariérou. Naopak portfolio  � i replikující knock-in opci
(tj. podle parity  �o ménû bûÏná opce) by mûlo b˘t bezodkladnû konverto-
váno do bûÏné opce, rovnûÏ pfii nulov˘ch dodateãn˘ch nákladech.

Pfii replikaci prodejní opce je postup obdobn˘: nejdfiíve je nalezena stan-
dardní opce bez bariérové podmínky a následnû je její hodnota na bariéfie
pomocí vhodn˘ch opcí vynulována.

4.2 Statická replikace opce s diskrétní bariérou

Má-li replikovaná opce diskrétnû pojatou bariéru, je situace ponûkud
odli‰ná. Vzhledem k charakteru takovéto opce postaãuje nulová hodnota
replikaãního portfolia � pro koneãn˘ poãet knock-out dat:

[�o, U] � �ti� = [0, U] � �t1� � [0, U] � �t2� � … � [0, U] � �T � (17)

kde [�o, U] � �ti� indikuje hodnotu portfolia v ãase ti, je-li spotová cena pod-
kladového aktiva rovna úrovni bariéry. Portfolio �o je tedy opût moÏné rep-
likovat pomocí standardní opce bez bariérov˘ch podmínek a koneãného
mnoÏství jin˘ch opcí, jejichÏ hodnota odpovídá hodnotû cílené opce na bari-
éfie k knock-out datu. Problém nastává – jak bylo uvedeno v˘‰e –, pokud je
hodnota podkladového aktiva v ãase ti vy‰‰í neÏ bariéra (graf 2). Pak není
moÏné dosáhnout strategie podle tabulky 1 pfii nulov˘ch nákladech. Jednou
z moÏností je roz‰ífiení podmínek replikace i pro vybraná S leÏící nad U, pfii-
ãemÏ vhodné úrovnû lze stanovit na základû posouzení oãekávané chyby
a dostupného portfolia opcí. Je-li poÏadována dokonalá replikace, bude opût
vyÏadována pozice v nekoneãném mnoÏství rÛzn˘ch opcí, tj. s realizaãními
cenami odpovídajícími pfiípustn˘m spotov˘m cenám podkladového aktiva
v knock-out okamÏiku. Je v‰ak tfieba brát v úvahu, Ïe není reálné, aby cena
podkladového aktiva vzrostla mezi jednotliv˘mi knock-out daty doneko-
neãna ãi na jinou, dostateãnû vysokou úroveÀ.

Druh˘ uveden˘ pfiístup (CEG) je rovnûÏ zahajován nalezením vhodné opce
replikující koneãnou hodnotu replikovaného derivátu, tj. standardní opce
bez bariérové podmínky. Její hodnota je následnû na bariéfie vynulována,
a to s vyuÏitím putt-call symetrie (PCS). V závislosti na typu replikované
opce a na základû PCS je portfolio tfieba doplnit o jednu aÏ nekoneãnû mnoho
bûÏn˘ch opcí. Problémem mohou b˘t pevné poÏadavky na úroveÀ realizaãní
ceny, zpravidla dosti vzdálené úrovni aktuální spotové ceny.

Oba uvedené postupy lze aplikovat i pro replikace sloÏitûj‰ích bariérov˘ch
opcí, a to napfiíklad pfii vyuÏití bariérové put-call transformace popsané Hau-
gem (1998).

5. Chyba dynamické a statické replikace

Pfii praktickém naplnûní obou strategií vyvstávají urãité problémy. S dy-
namickou strategií je spojen pfiedev‰ím problém diskretizace – tedy ne-
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moÏnost spojitého obchodování. Naopak se statickou replikací je spojen fakt,
Ïe opce potfiebné pro vynulování hodnoty portfolia na bariéfie (resp. nad ba-
riérou) nejsou vefiejnû obchodovatelné, a tedy bûÏnû dostupné. Pro oba stu-
dované typy bariéry (spojitá i diskrétní bariéra) je opût nutná diskretizace,
tj. sestavení portfolia pouze z koneãného poãtu opcí. Tato kapitola je blíÏe
zamûfiena na chybu replikace zpÛsobenou diskretizací pfii v˘konu obou stra-
tegií.

Jak vypl˘vá z definice v˘platní funkce opce, maximální ztráta z krátké
pozice v opci je buì neomezená (opce bez bariéry), nebo alespoÀ vy‰‰í neÏ
její cena (ve‰keré opce). Právû proto by mûla b˘t efektivnost replikaãních
metod posuzována na replikaci krátké pozice. Chyba replikace bude takto
odpovídat souãtu hodnoty vystavené replikované opce a dlouhé pozice v re-
plikaãním portfoliu. Konkrétnû pro knock-out kupní opci:

chyba replikaceT = – VT
up/out + VT

call – �VT
dig (18)

pfii vyuÏití statické replikace a

chyba replikaceT = – VT
up/out + x0

. B0 + �0
. S0 + 

T

�
t=0

xt
. �Bt + 

T

�
t=0

�t
. �St

(19)

pfii vyuÏití dynamické replikace,

pfiiãemÏ VT
up/out bude: (a) nula v pfiípadû proraÏení bariéry, (b) v ostatních

pfiípadech v˘plata v dobû zralosti.
K vlastnímu získání koneãné replikaãní chyby není tedy tfieba znát funkci

pro urãení hodnoty replikované opce. Jedná se o rozdíl mezi v˘platou opce
pfii ukonãení Ïivotnosti a hodnotou replikaãního portfolia. Znalost funkce ãi
jiného zpÛsobu pro urãení hodnoty opce je v‰ak nutnou podmínkou pro pr-
votní sestavení replikaãního portfolia pfii uÏití dynamické metody. Pro
úpravu vah aktiv v portfoliu je pak nutné znát zpÛsob urãení citlivostních
parametrÛ.6

V˘‰e uvedené vztahy poskytují chybu replikace jako absolutní ãíslo. Pro
srovnání opcí s rÛzn˘mi parametry je moÏné vztáhnout tuto chybu k urãité
základnû, nejlépe cenû opce. PouÏitelnost tohoto postupu v‰ak závisí na kon-
krétním typu opce. Vlastnosti nûkter˘ch bariérov˘ch opcí (vysoká pravdû-
podobnost dosaÏení bariéry) mohou zpÛsobit, Ïe se jejich hodnota bude blí-
Ïit nule.

5.1 Chyba dynamické replikace

Pfiedpokládejme krátkou pozici v knock-out kupní opci (tj. její vystavení)
s realizaãní cenou X = 100, jejíÏ bariéra na úrovni U = 115 je monitorována
spojitû, s následujícími parametry: v˘chozí cena podkladového aktiva 
S = 100 (jedná se o akcii bez dividendového v˘nosu s konstantním pfiírÛst-
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6 Témûfi kompletní pfiehled formulí pro urãení hodnot opcí a pfiíslu‰n˘ch citlivostních parametrÛ
lze nalézt napfiíklad v (Wystup, 2000).
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kem � = 10 % a volatilitou 	 = 30 %), bezriziková sazba r = 5 %, v˘chozí
doba do zralosti je 25 obchodních dnÛ (T – 0 = � = 0,1 roku).

Tabulka 2 uvádí replikaãní charakteristiky studované bariérové opce pfii
rÛzn˘ch intervalech rebalancování portfolia (t˘dnû, dennû i hodinovû). Kon-
krétnû se jedná o krajní hodnoty replikaãní chyby (minimální a maximální),
stfiední hodnotu (mean) a smûrodatnou odchylku (	), parametry ‰ikmosti
a ‰piãatosti a hodnoty kvantilÛ pro � = 5 %, 10 %, 90 % a 95 %. Pro moÏ-
nost srovnání jsou tyto charakteristiky rovnûÏ uvedeny pro bûÏnou kupní
opci (tabulka 3). Chyby jsou v obou pfiípadech vyjádfieny absolutnû nebo
v procentech z v˘chozí ceny aktiva7. Je tfieba si uvûdomit, Ïe jelikoÏ je re-
plikována krátká pozice, je záporná chyba urãena pfiesahem v˘platy repli-
kované opce nad hodnotu replikaãního portfolia.

Prezentované v˘sledky byly získány pomocí simulaãní metody Monte
Carlo pfii 10 000 náhodn˘ch (pseudonáhodn˘ch) pokusech. Pfii v˘poãtech
sice nebyly aplikovány poznatky techniky protikladné promûnné, av‰ak uÏi-
tím generátoru pseudonáhodn˘ch ãísel programu Mathematica bylo dosa-
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7 Pro lep‰í vzájemnou srovnatelnost lze vztáhnout chybu relativnû k cenû dané opce, ve studo-
vaném pfiípadû je cena bariérové opce pfiibliÏnû 50 % oproti opci bûÏné.

interval min max šikmost špičatost Pr ( ) = 0,05 Pr ( ) = 0,1

týden –16,032 30,315 –1,048 10,592 –5,986 –3,623
den –17,050 16,788 –2,236 22,411 –2,904 –1,638
12 hodin –17,268 10,450 –3,602 36,304 –1,960 –1,103
6 hodin –18,557 11,692 –4,213 56,457 –1,409 –0,823
1 hodina –23,731 4,889 –12,903 389,078 –0,614 –0,344

interval 	 mean medián Pr (� > f ) Pr ( ) = 0,95 Pr ( ) = 0,9

týden 2,902 –0,500 0,027 0,511 2,468 1,649
den 1,805 –0,307 –0,047 0,465 1,375 0,876
12 hodin 1,379 –0,228 –0,042 0,459 0,981 0,613
6 hodin 1,071 –0,171 –0,032 0,452 0,705 0,444
1 hodina 0,570 –0,073 –0,012 0,461 0,322 0,199

TABULKA 2 Replikační charakteristiky dynamické replikace reverzní bariérové kupní opce

interval min max šikmost špičatost Pr ( ) = 0,05 Pr ( ) = 0,1

týden –8,696 3,618 –0,632 4,635 –2,375 –1,653
den –4,009 2,456 –0,318 4,558 –1,097 –0,791
12 hodin –3,076 2,066 –0,313 4,735 –0,793 –0,567
6 hodin –1,918 1,701 –0,360 5,141 –0,569 –0,397
1 hodina –0,795 0,624 –0,204 4,993 –0,225 –0,159

interval 	 mean medián Pr (� > f ) Pr ( ) = 0,95 Pr ( ) = 0,9

týden 1,396 0,022 0,077 0,520 2,179 1,720
den 0,656 0,001 0,014 0,510 1,058 0,780
12 hodin 0,462 –0,009 0,010 0,510 0,710 0,535
6 hodin 0,331 –0,006 0,004 0,503 0,510 0,382
1 hodina 0,135 –0,002 0,000 0,501 0,211 0,155

TABULKA 3 Replikační charakteristiky dynamické replikace kupní opce
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Ïeno dosti pfiesn˘ch v˘sledkÛ. RovnûÏ zvolen˘ poãet simulací (10 000) vedl
v pfiípadû bûÏné opce k dosaÏení takfika nulové chyby (stfiední hodnoty re-
plikaãní chyby), vliv na smûrodatnou odchylku replikaãní chyby je pak pfii
tomto poãtu simulací obecnû niÏ‰í.

Zatímco pfii replikaci bûÏné kupní opce lze dosáhnout relativnû dobrého
v˘sledku i pro denní interval, u vybrané bariérové opce je tfieba jít aÏ pod
hodinov˘ interval. I pak v‰ak zÛstává vysoká pravdûpodobnost extrémních
(záporn˘ch) v˘sledkÛ (fat tails). To je dáno nespojitostí opãní v˘platy. Ve
v‰ech pfiípadech je rovnûÏ patrné v˘razné negativní ze‰ikmûní, které ob-
dobnû jako parametr ‰piãatosti roste se zkracujícím se intervalem rebalan-
cování portfolia.

V˘raznû nenulová stfiední hodnota replikaãní chyby reverzní bariérové
opce je dána aplikací diskrétního pfiístupu – de facto byla replikována opce
s diskrétní bariérou, av‰ak v˘chozí portfolio bylo sestaveno pro opci se spo-
jitou bariérou. Na základû podmínky nemoÏnosti arbitráÏe pak lze takto ur-
ãenou chybu vyuÏít pro ocenûní opce s diskrétní bariérou.

Mnohem hor‰í v˘sledky dynamické replikace bariérové opce jsou zpÛso-
beny jejím charakterem. Jedná se o to, Ïe tyto opce jsou v blízkosti bariéry
sice v penûzích (ITM), ale postaãuje nepatrn˘ vzrÛst ceny podkladového ak-
tiva a opce se stává bezcennou. To má vliv i na parametr �. Zatímco � bûÏné
kupní opce se pohybuje v rozmezí 0 aÏ 1, u bariérové opce takové omezení
v podstatû neplatí.8 V blízkosti bariéry je pak � záporné – je vyÏadována
opaãná pozice v podkladovém aktivu, neboÈ dÛsledkem zv˘‰ení jeho ceny se
opce mÛÏe stát bezcennou. Vzhledem k nespojitosti v˘platní funkce by to
teoreticky znamenalo poÏadavek na takfika neomezenou krátkou pozici
v podkladovém aktivu. Tento problém lze fie‰it pomocí replikací na bázi su-
perreplikace pfii omezení krátké pozice v podkladovém aktivu (Schmock –
Shreve – Wystup, 2002), i tak v‰ak pfii ménû ãastém rebalancingu rebalan-
cování zÛstává chyba v˘razná.

5.2 Chyba statické replikace

Dále uvaÏujme statickou replikaci stejné opce podle modelu DEK, pro
zjednodu‰ení pfiedpokládejme uÏití digitálních opcí. Cílem pro sestavení re-
plikaãního portfolia je dosáhnout stejné hodnoty, jako je hodnota repliko-
vané krátké pozice. Bude-li se jednat o opci se spojitou bariérou, nebude
prakticky moÏné sestavit portfolio z poÏadovaného (nekoneãného) poãtu
opcí. Graf 3 ukazuje chybu zpÛsobenou uÏitím koneãného poãtu opcí s Ïi-
votností po dnech. Pfiesn˘ postup je zfiejm˘ z ãásti 4.1. Nulovou replikaãní
chybu bude moÏné oãekávat, jen pokud bude bariéry dosaÏeno právû v oka-
mÏiku zralosti jedné z digitálních opcí obsaÏen˘ch v portfoliu. Dojde-li v‰ak
k dosaÏení bariéry v jiném okamÏiku, bude chyba více ãi ménû pozitivní
a hodnota replikaãního portfolia bude pfievy‰ovat teoretickou hodnotu opce.9
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8 Vzhledem k nespojitosti opãní v˘platy (ãi funkce popisující její hodnotu) je získání pfiesné ana-
lytické formule pro parametr � problematické. UÏívané formule se za urãit˘ch okolností stávají
nestabilními. Dûje se tak pfiedev‰ím pfii extrémních hodnotách vstupních parametrÛ, nízké vo-
latilitû, pfii v˘raznû niÏ‰í cenû podkladového aktiva vzhledem k X.
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Hlavní problém spojen˘ s vyuÏitím digitálních opcí a odhadem pfiípadné
chyby je v‰ak následující: Hodnota digitální opce odpovídá pravdûpodob-
nosti uplatnûní, tj. dosaÏení realizaãní ceny v okamÏiku zralosti, v uvede-
ném pfiípadû bariéry replikované opce. Z teoretického hlediska je tuto opci
moÏné uplatnit jen tehdy, pokud je její � pfiesnû rovno nule. Je-li jen mírnû
vy‰‰í – fieknûme, Ïe do okamÏiku uplatnûní zb˘vá 10 minut – a spotová cena
se rovná bariéfie, je hodnota digitální opce blízká jedné polovinû. Zdá se tedy,
Ïe je nutné poãkat. Pfiedpokládejme v‰ak, Ïe se pozici nepodafiilo ukonãit
pfiesnû v okamÏiku dosaÏení bariéry, ale aÏ pfii cenû 116 jednotek. Takto
hodnota digitální opce rázem vzroste o desítky procent a chyba replikace
bude v˘raznû odli‰ná. Podobnû lze pfiedpokládat náhl˘ pokles ceny aktiva
S zpût pod bariéru a s tím související ztrátu hodnoty digitální opce.

Pfiipustíme-li uplatnûní opce v prÛbûhu obchodního dne, dojde k zúÏení
rozsahu chyby, ne v‰ak k jejímu celkovému odstranûní, protoÏe neodstra-
nûn zÛstal problém sladûní hodnot bûÏné opce a ostatních digitálních opcí
v portfoliu. To je zpÛsobeno skuteãností, Ïe pfii sestavování portfolia byla
brána v úvahu doba do zralosti v okamÏiku pfiedpokládaného proraÏení ba-
riéry � = s, av‰ak ve skuteãnosti se bude jednat o � = s + u. Poznamenejme,
Ïe u burzovnû obchodovatelného aktiva (v rámci jednoho kontinentu) nelze
pfiedpokládat proraÏení bariéry mimo obchodování, tedy v prÛbûhu noci,
a relevantní ãasov˘ interval se tak zkracuje.

V˘razn˘ vliv na hodnotu pÛvodnû sladûného portfolia má také náhlá
zmûna volatility podkladového aktiva.

Nyní se soustfieìme na statickou replikaci opce s diskrétní bariérou
(denní uzavírací ceny) jen na bariéfie. Replikaãní portfolio je tedy sestaveno
stejnû jako v pfiedchozím pfiípadû. Pro urãení teoretické hodnoty opce je uÏita
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GRAF 3 Statická strategie replikace bariérové kupní opce se spojitou bariérou a chyba způso-
bená diskretizací (pro S = U)

Vertikální osa – doba do zralosti, horizontální osa – chyba v okamžiku proražení bariéry, vpravo – detail
pro prvních 20 dnů replikace. Přesně v okamžiku zralosti užitých opcí je chyba nulová, již v bezprostřed-
ním okolí však chyba výrazně roste. Tento vliv je patrný obzvláště se zkracující se životností.

9 Je v‰ak nutné, aby S = U. Pokud se tak nestane, bude chyba obdobná jako u opce s diskrétní
bariérou, viz dále.
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metoda upravené bariéry. Takto je dosaÏeno mírnû vy‰‰í ceny neÏ pfii bari-
éfie spojité. Oãekávaná chyba pro rÛzné úrovnû ceny podkladového aktiva
je zfiejmá z grafu 4. Znázornûní je moÏné vyuÏít i pro anal˘zu chyby pfii spo-
jité bariéfie v pfiípadû neukonãení pozice pfiesnû v okamÏiku dosaÏení ba-
riéry. 

PfiipomeÀme, Ïe replikaãní portfolio bylo sestaveno nejdfiíve z bûÏné opce
Vcall (100; 0,1) replikující v˘platu vystavené bariérové opce Vup/out (100,
115; 0,1) v úseku 100 aÏ 115 a následnû doplnûno digitálními opcemi
25

�
i=0

Vdig (115; 0,1 – i . den) s poÏadavkem vynulovat hodnotu uvedené bûÏné
opce v pfiípadû dosaÏení bariéry; zpravidla se tedy bude jednat o opaãné
pozice neÏ v bûÏné opci. Strategie je opût zfiejmá z ãásti 2.2 a 4.2. Ke kaÏ-
dému knock-out datu i je posouzen vztah spotové ceny S a bariéry U. Je-
li Si 
U, je tfieba ukonãit pozici v replikaãním portfoliu. Hodnota tohoto
replikaãního portfolia je zfiejmá z grafu 4 jak v dobû zralosti, tak v polo-
vinû Ïivotnosti.

Chybu replikace vyjádfienou vztahem (18) lze v tomto pfiípadû upravit
takto: (a) ãasová hranice, tj. � = 0 a S�U, hodnota portfolia digitálních
opcí je nulová a replikovaná bariérová opce je totoÏná s plain vanilla kupní
opcí, z ãehoÏ vypl˘vá, Ïe replikaãní chyba je rovna nule; (b) hranice ur-
ãená bariérou, tj. S 
U, replikovaná bariérová opce je bezcenná a chybu
replikace lze vyjádfiit jako rozdíl mezi plain vanilla kupní opcí a portfoliem
digitálních opcí. Chybu lze tedy zapsat jako hodnotu portfolia � replikují-
cího opaãnou pozici, tj. replikaãní portfolio opatfiené záporn˘m znaménkem. 

chyba replikace = + Vcall – �Vdig (20)

Ze znázornûní v grafu 4 jsou dále zfietelné intervaly: V intervalu Si � (0,
U) opce nadále existuje. V intervalu Si � [U, U + z] je chyba negativní, roz-
sah se v‰ak s blíÏící se zralostí opce mûní. Pro velmi vysoké úrovnû S by
pak byla chyba pozitivní. V dobû zralosti pak podle grafu 4 bude kfiivka zná-
zorÀující replikaãní chybu nespojitá, coÏ je odvislé od charakteru v˘platních
funkcí. V prvním intervalu je chyba nulová, druh˘ se zúÏil na vlastní hod-
notu U. I zde je chyba nulová. Tfietí interval je ovlivÀován pfiímou úmûrou
mezi hodnotou S a Vcall (100; 0,1), kdeÏto v portfoliu digitálních opcí je ak-
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GRAF 4 Statická strategie replikace bariérové kupní opce s diskrétní bariérou

Vertikální osa – cena podkladového aktiva, horizontální osa – chyba pfii likvidaci portfolia, vlevo – v dobû zralosti,
vpravo – v polovinû Ïivotnosti. Pro názornost je zachycena i hodnota portfolií pfied dosaÏením bariéry. Ve druhém
pfiípadû odpovídá v˘platû replikované opce.
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tivní uÏ jen jedna, s v˘platou nezávislou na rozdílu ST – U. Ze vztahu (20)
je zfiejmé, Ïe chyba bude v této ãásti kladná.

Lze uãinit následující závûr: Nedojde-li v prÛbûhu Ïivotnosti k proraÏení
bariéry, bude chyba replikace nulová. Bude-li bariéra pfiekroãena v posled-
ním moÏném okamÏiku, bude chyba kladná. TotéÏ platí pro v˘razné pfie-
kroãení v prÛbûhu Ïivotnosti. Av‰ak pfiesáhne-li cena podkladového aktiva
úroveÀ bariéry v prÛbûhu Ïivotnosti jen mírnû, bude chyba záporná. V˘-
sledn˘m efektem tedy bude spí‰e záporná oãekávaná chyba replikace, a tu-
díÏ by statické replikaãní portfolio mûlo mít mírnû niÏ‰í hodnotu, neÏ je od-
povídající teoretická cena opce.

Pfii roz‰ífiení replikace nejen na bariéru by graf 4 získal podobu „hfiebene“.
Tento efekt je patrn˘ z grafu 5 pro okamÏik zralosti. Replikaãní portfolio
zde bylo sestaveno s poÏadavkem nulovat hodnotu bûÏné opce na bariéfie
s úrovní 115 jednotek aÏ po úroveÀ 120 jednotek s jednotkov˘m intervalem.
V pfiípadû aproximace digitálních opcí opcemi bûÏnû obchodovateln˘mi bude
pfiesn˘ efekt nedokonalé replikace záviset na dostupn˘ch opcích, a tedy
i pfiesnosti aproximace.

Jak jiÏ bylo zmínûno, chyba statické replikace je pfiímo závislá na prav-
dûpodobnosti dosaÏení bariéry. Tato pravdûpodobnost je reálná, tj. vychází
ze skuteãné dynamiky podkladového aktiva, �. Zatímco pfii klasickém oce-
Àování opcí podle Blacka a Scholese (1973) postaãuje znát rizikovû neutrální
dynamiku r, pro vyjádfiení replikaãní chyby je nutné pracovat s �. Teore-
tická cena odvozená za pfiedpokladu dokonalé dynamické replikace je tedy
spjata s rizikovû neutrální pravdûpodobností dosaÏení bariéry, kdeÏto chyba
replikace, a to pfiedev‰ím statické, je v˘znamnû spojena s reálnou pravdû-
podobností. 

Z tabulky 4 jsou zfiejmé replikaãní charakteristiky získané podle simulace
pro bariéru sledovanou jak jednou za den, tak jednou za hodinu. V obou pfií-
padech bylo replikaãní portfolio sestaveno z opcí se zralostí po dnech. Ve
srovnání s tabulkou 3 je zfiejmé v˘razné omezení jak krajních hodnot chyby
(zejména v‰ak té záporné), tak smûrodatné odchylky. Medián je dán budoucí
hodnotou poãáteãního rozdílu hodnot replikaãního portfolia a uvaÏované
hodnoty bariérové opce podle BS-modelu. Tato chyba bude dosaÏena za pfied-
pokladu, Ïe nedojde k proraÏení bariéry.
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GRAF 5 Rozšířená statická replikace bariérové kupní opce s diskrétní bariérou

Vertikální osa – cena podkladového aktiva, horizontální osa – chyba pfii likvidaci portfolia; portfolio je sestaveno s cí-
lem vynulovat hodnotu bûÏné opce pro S = 115, 116, 117, 118, 119 a 120.
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V˘znamn˘ rozdíl mezi statickou a dynamickou strategií pfiedstavuje rov-
nûÏ poãet potfiebn˘ch obchodÛ a s tím související transakãní náklady. Pro
zakomponování transakãních nákladÛ by pfii zvolené strategii denního in-
tervalu bylo tfieba zvaÏovat následující: (a) s dynamickou metodou je ve zvo-
leném pfiípadû spojeno maximálnû 26 obchodÛ s podkladov˘m aktivem (pro
pfiípad nedosaÏení bariéry v prÛbûhu Ïivotnosti), nejvy‰‰í náklady b˘vají
zpravidla spojeny s poãáteãním sestavením portfolia; (b) statická strategie
vyÏaduje poãáteãní obchod s kupní opcí a nákup/prodej 25 rÛzn˘ch digitál-
ních opcí s pfiípadn˘m ukonãením pozice v okamÏiku proraÏení bariéry. Do-
chází tedy k zajímavému rozdílu: ãím je úroveÀ bariéry dosaÏena pozdûji,
tím je pfii dynamické strategii nutn˘ch více obchodÛ, naopak digitální opce
postupnû platnost pozb˘vají, a tak není nutn˘ jejich zpûtn˘ prodej/nákup.

Základní pfiedstavu si v‰ak mÛÏeme udûlat na základû jednoduchého srov-
nání vstupních nákladÛ na rizikovou investici nutnou k sestavení repli-
kaãního portfolia. Zvolme opût ATM opci s bariérou ve v˘‰i 115 jednotek.
Na základû hodnoty parametru � bude hodnota poãáteãní rizikové pozice
u dynamické strategie dosahovat témûfi jedné tfietiny ceny S0. Oproti tomu
u statické strategie bude absolutní souãet pozic (tj. absolutní souãet krát-
k˘ch i dlouh˘ch pozic v opcích obsaÏen˘ch v replikaãním portfoliu) dosaho-
vat stûÏí 4 %. I kdyby tedy byly s opcemi jakoÏto s rizikovûj‰ími produkty
spojeny v procentním vyjádfiení v˘raznû vy‰‰í transakãní náklady, bude ko-
neãn˘ dopad na transakãní náklady mnohem pfiíznivûj‰í. 

7. Závûr

Hlavním cílem ãlánku bylo ukázat princip základních opãních replikaã-
ních metod bariérov˘ch opcí, konkrétnû metodu dynamické replikace a sta-
tické replikace. RovnûÏ byla posouzena jejich efektivnost a charakter re-
plikaãní chyby. 

V˘hodou bariérov˘ch opcí je oproti opcím klasick˘m niÏ‰í cena – vztahují
se pouze k vybrané ãásti rizika omezené bariérou (pfiíp. bariérami) a reali-
zaãní cenou. V souvislosti s oceÀováním a hedgingem (replikací) tûchto kon-
traktÛ v‰ak mohou vyvstat urãité problémy zpÛsobené specifiãností opcí to-
hoto typu. V dÛsledku toho nelze pfii aplikaci standardní dynamické repli-
kaãní metody oãekávat uspokojivé v˘sledky. Vhodnou metodou mÛÏe b˘t
statická replikace, je v‰ak tfieba brát v úvahu praktickou nedostupnost po-
tfiebn˘ch aktiv, a tedy zvolit pfiijatelné zjednodu‰ení pfii akceptaci zbytko-
vého rizika na základû zvoleného kritéria (aplikaci uÏitkov˘ch funkcí, mean-
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bariéra min max šikmost špičatost Pr ( ) = 0,05 Pr ( ) = 0,1

den –6,235 4,916 –4,268 26,574 –1,529 –0,479

hodina –2,701 7,378 8,936 91,632 –0,285 –0,128

bariéra 	 mean medián Pr (� > f ) Pr ( ) = 0,95 Pr ( ) = 0,9

den 0,704 –0,307 –0,128 0,006 –0,128 –0,128

hodina 0,642 –0,069 –0,128 0,015 –0,106 –0,128

TABULKA 4 Replikační charakteristiky statické replikace reverzní bariérové kupní opce

s_305_324  10.8.2004  06:22  Stránka 322



variance hedging) a/nebo toto zbytkové riziko dále fiídit pomocí dynamic-
kého obchodování. Takto se lze ãásteãnû vypofiádat i s problémem nekon-
stantní volatility.

Pfii v˘bûru optimální metody a jejího charakteru (interval rebalancingu
u metody dynamické, mnoÏství opcí u metody statické) je nutné zohlednit
konkrétní podmínky. Jedná se zejména o likviditu podkladového aktiva (ãi
jiného, dobfie zkorelovaného), schopnost okamÏitû reagovat na proraÏení ba-
riéry, velikost transakãních nákladÛ, ‰ífii dostupn˘ch opcí (Ïivotnost, reali-
zaãní cena) apod. Pfii hedgingu bariérov˘ch opcí je také nutné brát v úvahu
vzdálenost stanovené bariéry od v˘chozí ceny a dopad pfiípadn˘ch, nezfiídka
se vyskytujících, skokÛ. Stejnû tak bude koneãn˘ efekt replikace vzhledem
k nedokonalosti obou studovan˘ch metod záviset na skuteãné dynamice pod-
kladového aktiva.

Velká v˘hoda statické replikace se projevila pfii zohlednûní transakãních
nákladÛ. Vzhledem k tomu, Ïe tato metoda obvykle vyÏaduje mnohonásobnû
men‰í rizikovou investici, lze pfiedpokládat i v˘raznû niÏ‰í transakãní ná-
klady.
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Replication Methods in the Pricing and Hedging 
of Barrier Options
Tomáš TICHÝ – Faculty of Economics, Technical University of Ostrava (Czech Republic)

(tomas.tichy@vsb.cz)

This paper considers various options replication methods. Firstly, a specific type
of barrier option, an up-and-out call, is considered. Other barrier options are briefly
also described, and various types of barriers are considered. Secondly, a general de-
finition of replication methods is provided. Two methods are thus examined in de-
tail: The first one, based on ever-changing positions in replicating portfolio, is re-
ferred to as a dynamic replication method. The second one is denoted as a static
replication method–its aim is to create a static basket of simple assets that will re-
plicate the option payoff. However, in the real world it is difficult to attain perfect
replication; therefore, the expected replication error of both methods is studied via
simulation technique. 
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