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Aplikace replika¢nich metod
pri ocenéni a zajiSténi bariérovych
opci

Tomas TICHY*

1. Uvod

Na modernich finanénich trzich doch4zi k redistribuci rizika mezi jednot-
livymi subjekty. Ty, které se rizika chté&ji vzdat, ho piesouvaji na subjekty,
které jsou ochotny ho akceptovat. Déje se tak pomoci raznych instrumentd,
jako jsou kontrakty futures nebo opce. Pravé vyuziti opci umoznuje snizit
(odstranit) riziko jednostranného vykyvu cen pri sou¢asném zachovani moz-
nosti profitovat z vyvoje priznivého. Naopak pro subjekty, které riziko pti-
jimaji, mohou opce p¥i nepiiznivém vyvoji znamenat takika neomezené ne-
bezpedi ztraty — coz implikuje pozadavek na tizeni jejich rizika. Zakladnim
pozadavkem pro efektivni ¥izeni rizika opci je predevsim jejich spravné oce-
neéni a nasledna moznost hedgingu. Ucelem hedgingu muze byt odstra-
néni rizika celkové (perfect hedge) nebo pouze ¢asteéné (quantile hedging,
shortfall hedging).

Metodou, kterou lze vyuzit jak p#i ocenovani, tak pii zajistovani (hed-
gingu), je metoda replikace vyplatni funkce opce. Opéni replikace pred-
stavuje sama o sobé jednu z nejpodnétnéjSich myslenek a jeden z nejzaji-
mavéjsich pristupi k modernimu ocetiovani a zajistovani derivati. Z ca-
sového hlediska existuji dva zakladni pohledy na replikaci op¢ni vyplaty:
dynamicka replikace a statickd replikace.

U dynamické replikace se vychazi z teoretickych zavéra Blacka a Scho-
lese (1973) — opce na akcii se v jakémkoliv okamziku chova jako vazené
portfolio H rizikového (podkladového) aktiva S a bezrizikového dluhopisu
s nulovym kuponem B. Zakladnimi predpoklady této metody jsou: exi-
stence dokonalych trht, mozZnost spojitého obchodovdni a nemoZnost ar-
bitraze.

Jinou metodou, kterou lze vyuZit obzvlasté pro replikaci a zajisténi slozi-
t&jsich — exotickych — opci, je staticka replikace. Ucelem této metody je na-
jit takové portfolio I, které by obsahovalo koneény pocet obycéejnych (plain
vanilla), béZzné obchodovatelnych opci, jejichZ mnoZstvi v portfoliu by po ce-
lou dobu Zivotnosti ztistalo neménné a pritom by umoznovalo replikovat vy-
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platu opce. Konkrétné v piipadé bariérovych opci se jedna o replikaci v dobé
zralosti a/nebo na bariéie U (tj. pro S = U). Metoda éasteéné piipousti po-
ruseni predpokladu dokonalych trhi (spojitost obchodovani), vyzaduje vsak
existenci verejné obchodovatelnych opci s nekoneé¢né mnoha Zivotnostmi,
pripadné i s nekone¢né mnoha realiza¢nimi cenami.

Replikaci se obecné mysli vytvoreni replikaéniho portfolia, které by mélo
mit po celé cilové obdobi stejnou hodnotu jako replikované aktivum. S timto
portfoliem bude spojen stejny oéekavany vynos, ale i stejné riziko. Oproti
tomu p¥i vytvoreni zajiSténého (hedgingového) portfolia je cilem doplnit za-
jistované aktivum tak, aby bylo odstranéno riziko a toto portfolio prindselo
bezrizikovy vynos. Toho lze dosdhnout napiiklad spojenim kratké pozice
v replikovaném aktivu a dlouhé pozice v replikaénim portfoliu. Takto lze
dosahnout nulové vysledné pozice — za nemoznosti arbitraze prinasejici pii
nulovém riziku nulovy vynos.

Cilem tohoto ¢lanku je zejména prispét k vyjasnéni aktualni problema-
tiky fizeni rizika derivatu. Z tohoto divodu jsou nejdiive popsany vyse uve-
dené piistupy k op¢ni replikaci a dale je ukazana jejich efektivnost na jed-
noduchém piipadé diskrétné pojaté replikace bariérové opce (up-and-out
call). Pro nazornost je predpokladanym podkladovym aktivem opce akcie
(akciovy index). P¥i zavére¢ném srovnani je rovnéz uvazovan vliv trans-
akénich nakladu.

Postup je nasledujici. Nejdiive je struéné definovan pojem opce a barié-
rova opce s dirazem na konkrétni typ — reverzni bariérovou opci. Tato opce
byla vybrana vzhledem ke svym specifickym vlastnostem, jako je napi. vy-
razna nespojitost pri dosazeni bariéry. Pravé na této bariérové opci budou
dale ovérovany replikaéni metody. Pfedmétem tohoto ¢lanku jsou jak dis-
krétné, tak spojité sledované konstantni bariéry.

V navazujicich kapitolach jsou postupné popsany obé jmenované repli-
kaéni metody. Dynamicka replikace je popsana obecné, staticka pak vzhle-
dem ke své specifi¢nosti s aplikaci na bariérovych opcich.

Druha4 ¢éast élanku je vénovana piredevsim potencidlni chybé replikace a je-
jim zdrojum. Z didaktickych divodui je zvolena konkrétni bariérova opce.
Dale jsou objasnény klady a zapory jak dynamické, tak statické strategie.
Pro posouzeni replikace bariérovych opci pri aplikaci na opce s podklado-
vym aktivem — indexy svétovych kapitalovych trht — viz Tichy (2003) a Ti-
chy (2004).

2. Bariérové opce

Opce (finanéni opce) je aktivum, které svému vlastnikovi dava pravo,
av8ak ne zavazek ,,sménit“! stanovené finanéni aktivum, tzv. podkladové
aktivum, S, v predem urc¢eném case (obdobi) za dohodnutou ¢astku, ozna-
éovanou jako realizacéni cena, exercise price, X. Opce, ktera svému drzi-
teli dava pravo koupit, se oznacuje kupni (call) opce. Opce, ktera svému

! ve smyslu uéinit s timto aktivem obchod — podle typu opce bud koupit, nebo prodat
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vlastnikovi poskytuje pravo prodat podkladové aktivum, se oznacuje pro-
dejni (put) opce.

Vyplatni funkci kupnich a prodejnich opci 1ze zapsat jako V,,; = (S;y— X)*,
resp. ¥,,, = X - Sp)*, pfiemz (-)* = max (-;0) a St je cena podkladového ak-
tiva v dobé realizace (T) opce. Z hlediska matematické analyzy jednodus-
$im (a doposud casté&jsim) piipadem opci jsou takové opce, které umoznuji
realizaci (uplatnéni) jen v konkrétni den — oznacéovany jsou jako opce ev-
ropské. V nasledujicim textu proto bude pojmem ,opce“ myslena praveé ev-
ropska kupni opce.

V zasadé lze rozlisit mnoho typua opci s vice ¢i méné komplikovanymi vy-
platnimi funkcemi.? V tomto prispévku je pozornost soustiedéna v prvé radé
na opce bariérové. Ty piedstavuji specidlni pripad tzv. path dependent
options (PD-opci), tj. opci, jejichZ vyplata v okamziku realizace je uréitym
zpusobem zavislda na vyvoji ceny (sledované cesté) podkladového aktiva po
dobu Zivotnosti opce. Bariérové opce pritom piredstavuji slabou zavislost na
minulém vyvoji — minuly vyvoj ovliviiuje (ne)moznost uplatnéni opce, avsak
vlastni vyplata je odvozena pouze od spotové ceny aktiva v okamziku rea-
lizace.

Hlavnim znakem bariérovych opci je existence bariéry, ktera (jak bylo na-
znadeno vyse) ovliviiuje moznost uplatnéni opce. V zasadé muZeme rozlisit
2 X 2 zakladni typy bariérovych opci. Jedna se jednak o opce typu knock-
-in (opci lze uplatnit pouze v piipadé, Ze stanovena bariéra byla v priabéhu
zivotnosti dosazena) a dale opce typu knock-out (v piipadé dosazeni bari-
éry opci uplatnit nelze). Dale se podle vychoziho umisténi bariéry hovori
o up-and-out(in) opcich, U>X, a down-and-out(in) opcich, X>L, kde U
oznacuje horni (upper) bariéru a L dolni (lower) bariéru. V dalSim textu
bude standardné piedpokladana jen existence horni bariéry U.

Konkrétni vyplata opce zavisi na vztahu ceny podkladového aktiva a re-
alizaéni ceny v okamziku T — viz graf 1. Pro analyzu bariérovych opci je di-
lezity rovnéz dusledek parity knock-out-in. Budeme-li sledovat scénai vy-
voje S; na grafu 1, je ziejmé, Ze knock-out opce existuje az po okamzik ¢.
Naopak knock-in opce zaéina pravé zde ,,svou existenci“. Oproti tomu bézna
opce bude existovat po celou dobu, tj. az po T, a jeji hodnota (V¢¥) by méla
odpovidat souétu hodnot knock-in (V¥/7) a knock-out opce (V#»/°ut) se stej-
nymi realizaénimi cenami, Zivotnosti a bariérou:

Vcall (S’ T) = Vup/out (S’ U; 7’) + Vup/in (S’ U; 7’) (1)

2.1 Digitalni opce

Ur¢ity prechod mezi jednoduchymi opcemi (plain vanilla kupni nebo pro-

vvvvvv

opce, oznacované také jako binarni. To, zda bude takovato opce v prislus-
ném okamziku uplatnéna, sice zavisi na vzajemném vztahu X a S;, avSak

2 Pro detailni popis zakladnich typa jednotlivych opci a jejich vlastnosti viz standardni litera-
tura v zavéreéném piehledu, ptip. pro prehled ocetiovacich formuli a formuli pro vypocet citli-
vosti (tzv. greeks) viz (Wystup, 2002).
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GRAF 1 Vyvoj ceny podkladového aktiva, scénafe S;, S,, Ss

Knock-out kupni opce s horni bariérou U: v pfipadé jejiho dosazeni piestane opce existovat, scénafr S, ¢as t. Nao-
pak prislusna knock-in opce ,zahdji” v tomto okamziku svou existenci. BéZna kupni opce existuje po celou dobu Zzi-
votnosti, az po T. Scénar S;: po celou dobu Zivotnosti nedoslo k dosazeni bariéry, knock-out opce bude uplatnéna,
knock-in opci v§ak uplatnit nelze.

cena casova
podkladového hranice
aktiva
horni bariéra
U =
realizaéni cena
X
L dolni bariéra
0 t i gas

vySe vlastni vyplaty je na tomto vztahu nezavisla. Rozlisuji se dva zakladni
typy: (a) cash-or-nothing: vyplata je tvoirena urcéitou pevné stanovenou
éastkou; (b) asset-or-nothing: vyplata je tvoirena hodnotou podkladového
aktiva, av8ak bez ode¢teni realiza¢ni ceny. V tomto ¢lanku vyuZijeme vlast-
nosti opci prvniho typu.

Jak vyplyva z vySe uvedené definice, hodnota digitdlni kupni opce prv-
niho typu odpovida pravdépodobnosti, Ze cena podkladového aktiva v oka-
mziku T presahne vysi realiza¢ni ceny X. Vyplatni funkce se takto stava
v bodé X nespojitou. Uvedenou opci lze chapat také jako zvlastni piipad ba-
riérové opce, jejiz bariéra je aktivni jen v okamziku 7.

2.2 Reverzni bariérova kupni opce

Z hlediska ocenovani a analyzy rizika je pravdépodobné nejzajimavéjSim
piipadem jednoduchych bariérovych opci tzv. ITM up-and-out kupni opce,
nékdy také oznacovana jako reverzni bariérova opce. Jedna se o kupni opci,
ktera existuje pri dosazZeni bariéry v penézich (in-the-money, ITM), tj. opce
pirestava existovat v pripadé dosaZeni horni bariéry, ktera lezi vySe nez sta-
novena realizaéni cena, U>X. To ma za néasledek nespojitost opéni vyplaty
a vyznamnou citlivost nékterych parametra (greeks) na zménu vstupnich
dat.

Dalsi duilezité znaky bariérovych opci jsou spojeny s charakterem bariéry,
jako je jeji typ (konstantni, v éase se ménici) a zptisob sledovani (diskrétné,
spojité). Hlavni rozdil mezi diskrétnim a spojitym charakterem bariéry je
dan zejména vztahem bariéry U a ceny podkladového aktiva v okamziku
ukonceni existence knock-out opce, S,,;. U opce se spojité sledovanou bari-
érou (dale spojita bariéra) je ziejmé, Ze tato opce prestane existovat pravé
v okamziku dosazeni bariéry. Oznacime-li tedy Pr(g) jako pravdépodobnost,
ze nastane jev g, pak Pr(S,,, = U) = 1. Jina situace nastava, je-li cena pod-
kladového aktiva, resp. jeji vztah viéi bariéie, sledovdna (monitorovana)
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GRAF 2 Opce s diskrétni bariérou

Vyvoj ceny podkladového aktiva je zachycen vzhledem ke tfem knock-out datam, t;, t,, t;. Knock-out kupni opce
s horni bariérou U v intervalu mezi daty t; a t, — cena podkladového aktiva sice presahla bariéru, ale opce nadale
existuje. Pfestava existovat az k datu t;, cena S lezi nad bariérou.

cena Casova
podkladového hranice
aktiva

1 ‘_/_’r horni bariéra

U f\/ ——
realizaéni cena
X

L/

dolIni bariéra

v diskrétnich okamzicich (dale diskrétni bariéra), tj. denné, tydné, u dlou-
hodobéjsich opci pripadné i mésiéné (obvykle se pouzivaji vybrané uzavi-
raci ceny, close prices). Tyto okamziky budou v dal$im textu oznacovany jako
data knock-out.

V piipadé opci s diskrétni bariérou je tedy velmi pravdépodobné, Ze
spotova cena bude v okamziku, ke kterému opce knock-out piestane exi-
stovat, vyssi, pripadné i nizsi, ale pravdépodobné ne stejna jako bariéra,
Pr(S,,, # U) — 1. Je tomu tak proto, Ze pro dalsi existenci opce neni dule-
7ité skuteéné dosazeni bariéry, ale to, jaka bude situace pravé k datu knock-
-out. Je-li cena podkladového aktiva k tomuto datu niZsi nez bariéra, muize
opce dale existovat. Je-li vSak spotova cena vyssi nez bariéra nebo ji rovna,
pak opce existovat prestava. Tato skuteénost bude mit vyznamny vliv na
koneény efekt replikacni strategie.

Pronazornost je situace znazornéna pomoci grafu 2; horizontalni osa pred-
stavuje Cas, pFifemz jsou zvyraznéna tii data knock-out. Jak je ziejmé,
ktivka znazornujici vyvoj ceny podkladového aktiva v ¢ase protina bariéru
(smérem vzhtru) mezi daty ¢; a t,, avSak v daném okamziku neni jasné, zda
cena zustane nad bariérou az do data ¢,, nebo ne. Z dalsiho vyvoje je ziejmé,
ze cena po nahlém vystupu zpétné klesa pod bariéru U. K rozhodnému datu
t; ity je tedy cena aktiva niZzs$i nez bariéra a opce mutze nadéale existovat.
Mezi daty ¢, a t5 je situace odlisna. Cena piesahuje bariéru a ztstava v roz-
hodné oblasti az po okamzik ¢3, opce prestava existovat, pri¢emz v§ak spo-
tova cena je vyrazné vySS§i nez bariéra.

U analyticky vyjadtenych ocenovacich formuli se obvykle predpoklada
spojita moznost dosazZeni bariéry. Cenu takovéto opce 1ze obecné ziskat ur-
¢enim ocekavané vyplaty opce v dobé zralosti diskontované piislusnou saz-
bou. Za piedpokladu uziti rizikové neutrdlnich pravdépodobnosti z mnoZiny
@32 bude piislusnou sazbou bezrizikova sazba r. Pro hodnotu kupni opce
knock-out V#»/cut pak plati, ze:

Vup/out =T EQ |_(ST _X)+ . Ir%m%]SKUJ (2)

s€[0;
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kde 7 predstavuje dobu do zralosti a I, oznacuje indikator,

I. = 1, jestlize A plati
4710, pokud A neplati

Reseni uvedeného vztahu je pro opce se spojitou bariérou, tj. s €[0; T1, tri-
vialni (jedna se o urceni diskontované stredni hodnoty oéekavané vyplaty
pii aplikaci integrala a distribuéni funkce sdruzeného normélniho rozdé-
leni). Naopak, jedna-li se o opci s diskrétni bariérou, tj. s E[t,, ¢y, s, ...,
t, = T, je feSeni slozit&jsi. Bud lze vyuzit simulaénich metod, nebo lze s ci-
lem uzit analytické feSeni bariéru umeéle zvysit (Broadie — Glassermann —
Kou, 1997).

V praxi jsou opce se spojitymi (pseudospojitymi) bariérami uptrednostiio-
vany piedevsim v souvislosti s irokovymi sazbami a ménovymi kurzy. Je-
-li vSak podkladovym aktivem bariérové opce cena akcie ¢i droven akcio-
vého indexu, je ¢astéjsi diskrétné sledovany vztah spotova cena podklado-
vého aktiva — bariéra.

3. Dynamicka replikace

Zakladnim predpokladem dynamické replikace hodnoty jakéhokoliv de-
rivatu fje existence uplného trhu a obecné tedy moznost nalezeni takového
portfolia H(B, S), které by v kazdém ¢asovém okamziku mélo stejnou hod-
notu jako replikovany derivat. U dynamické replikace 1ze rozlisit dva kroky.
Jednak je tieba nalézt optimalni vychozi kapital H, umoznujici zah&jit re-
plikaci derivatu. Déle je nutné zvolit optimélni replikaéni strategii 670 — pii
daném vychozim kapitalu H, stanoveni takovych kombinaci 6, = (x,, y,), kde
x, predstavuje vdhu bezrizikového aktiva B a y, vahu rizikového aktiva S
v portfoliu v ¢ase ¢, aby pro vSechna ¢, ¢ (0,7, platilo, Ze:

f:=H, kde H,=x, - B, +y, - S, 3)

Bude-li Hy minimalni vychozi kapital umoznujici provadét optimalni re-
plikaéni strategii 6%, pak musi jeho hodnota za piFedpokladu dokonalych
trha odpovidat spravedlivé cené (fair price) derivatu f:

fo=H, (4)

Pro replikaéni portfolio H déle plati, Ze je samofinancovatelné. To zna-
mena4, ze celkova hodnota replika¢niho portfolia pied dpravou kombinaci
aktiv v portfoliu, 6, = (x,, y,), musi odpovidat hodnoté po upravé, tedy pii
nové kombinaci 6,4, = (Xiraqs, Vivar):

H,qs =% - Biar + ¥ - Stvar = Xevar - Braar + Yewar * Stvar (5)
dH,=x,-dB, +y, - dS,

3 MnoZinou @ se obecné oznaéuje mnozina rizikové neutrdlnich (martingale) pravdépodobnosti
ekvivalentnich k mnoziné redlnych (trznich) pravdépodobnosti P. Jejich aplikaci 1ze z v ¢ase ros-
touciho stochastického procesu S, diskontovaného bezrizikovou sazbou r uéinit proces typu mar-
tingale, tj. EQ [S, - e ‘1 =Sy, V ¢t € [0, T1.
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Z toho vyplyva, ze za piredpokladu spojité tipravy podilt aktiv v portfoliu
Ize kone¢nou hodnotu portfolia H; zapsat takto:

T T
H,=Hy+ [x,-dB, + [y, dS, (6)
0 0

kde prvni ¢éast pravé strany rovnice predstavuje vychozi kapital a integraly
pak kumulovany zisk (ztratu) z replikaéni strategie 6%, tedy z drZeni da-
ného mnozstvi zvolenych aktiv v éase; jedna se o tzv. gain process. Za pred-
pokladu dokonalych trht a pii uziti optimalni replikaéni strategie pak pro
koneénou hodnotu replikaéniho portfolia plati:

fr=Hr 7

3.1 Dynamicka replikace a Blackuv-Scholesuv pristup

Pri hledani optiméalni replikaéni strategie 6 lze vyjit z Lelanda a Ru-
binsteina (1981), ktefi upravili Blackovu-Scholesovu-Mertonovu parcidlni
diferencialni rovnici.*

Predpokladame-li rizikové aktivum S s piirastkem:

dS=un-S-dt+o-S-dz (8)

a jednodimenzionalni derivat, ktery je zavisly pouze na dynamice podkla-
dového aktiva S, ¢ase a jinych konstantnich parametrech, 1ze piirtstek to-
hoto derivatu vyjadrit podle Itéovy formule nasledovné:
of 1 9%
df=—L.-dt+—=-
4 ot 2 0982

-&-Sz-dt+%-s-(;u-dt+cr-dz) (9)

pii¢emz jedinym neznamym a stochastickym prvkem v rovnicich (8) a (9)

je specificky Wienertv proces dz. Je tedy ziejmé, Ze abstrahujeme-li od

zmény druhého 7adu, 1ze prirtstek hodnoty derivatu df replikovat investo-
of

vanim podilu 7S = A (delta) do rizikového aktiva S a rozdilu f— A - S do

aktiva bezrizikového. A tedy:

H, =x,-B,+4,-S, pricems A=-L

a‘S,,JCO'Bo:fo—Ao'So (10)

Pro replikaci jakéhokoliv derivatu pak plati:

ft=Ht: Ht=St‘ At_Bt (11D

4 Black a Scholes ve svém &lanku (1973) ptivodné pouze zajistovali opci pfidanim vhodného
mnozZstvi podkladového aktiva. Uvedeny postup lze oznacit jako tzv. delta-hedging. Leland a Ru-
binstein (1981) si posléze uvédomili, Ze postup lze obménit a opci zcela synteticky vytvorit, re-
plikovat. Zminéna PDE je zaloZena na vztahu (9); feSenim po doplnéni ptislusnych okrajovych
podminek podle typu derivatu (plain vanilla, bariérova opce apod.) 1ze uréit jeho cenu.
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v piipadé dlouhé pozice a

-fi=-H,-H,=-8S,- A, + B, (12)

v pripadé kratké pozice. Poznamenejme, Ze hodnota levé i pravé strany rov-

nic (11) a (12) musi odpovidat hodnoté replikovaného derivatu pro vSech-

na t, tedy pozici v replikovaném aktivu po celou dobu zivotnosti.
Dosazenim do (6) a (7) pak 1ze urc¢it kone¢nou hodnotu derivatu:

T T
fi=x0-Bo+ Ao+ So+ fx,- dB,+ [ A, - dS, (13)
0 0

Teoreticky predpoklad, Ze se replikaéni (zajistovaci) portfolio H chova
zcela totozné jako derivat f, je splnén pouze za piedpokladu spojité upravy
vah aktiv v portfoliu, tj. dt se blizi nule. Takto je vyzadovano prakticky ne-
mozné — spojité obchodovani pii nulovych transakénich nakladech a nulo-
vém bid-ask spread. V praxi vSak byva upiednostniovano sledovani aktiv
a uprava vah v diskrétnich intervalech A¢; v dusledku toho bude integral
ve vztahu (13) nahrazen sumou a rovnost pravé a levé strany bude platit
jen v prauméru. O¢ekavana hodnota replika¢niho portfolia sice bude stéale
odpovidat hodnoté replikovaného aktiva, avSsak vysledek se stane riziko-
vym. Velikost smérodatné odchylky pak bude podminéna typem opce a cha-
rakterem podkladového procesu.

3.2 Vyuziti replikaéniho portfolia pii hedgingu

V piipadé, Ze cilem hledané strategie je vytvorit bezrizikovy vynos z kratké
rizikové pozice f, 1ze postupovat nasledovné. Pozici v derivatu je tieba do-
plnit vhodnym mnozstvim « jiného rizikového aktiva, napt. aktiva podkla-
dového S:

bezrizikova pozice F' = —f, + Sy - ag (14)

kde « je v naprosté vétsiné pripada kladné. Jak je ziejmé z (10), a = 6%

Jen takto lze vytvorit bezrizikovy vynos. Je nutné si uvédomit, ze nakup
podkladového aktiva a udrzovani optimalni pozice se musi financovat z ur-
¢itych zdroju (bezrizikova zapuajcka, vypuajéka). To se projevi na vysledné po-
zici takto:

celkova pozice F —xy - Bo=—fo +So. Ag—xo - Bo=—; + H, =0 (15)

Vysledna celkova pozice je tedy bezrizikovda a ma nulovou hodnotu. Po-
véimnéme si dale, Ze pro zajisténi kratké pozice v derivatu je treba uzit port-
folio, které replikuje dlouhou pozici v témze derivatu.

4. Staticka replikace
Statické replikaci se mezi prvnimi vénovali obzvlasté Derman et al. (Der-

man — Ergener — Kani, 1995), popisujici numericky algoritmus s vyuzitim
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binomického modelu. Detailnéji, prevazné ve spojitém céase a v Blackoveé-
-Scholesové prostiedi, se pak metodou zaobirali Carr a Chou (1997), Carr
et al. (Carr — Ellis — Gupta, 1998), Andersen et al. (Andersen — Andreasen
— Eliezer, 2000) a Joshi (2001), ktery se zaroven pokusil rozlisit standardni
replikaéni metody nasledovné.

a) strong static: vyplata opce muze byt dokonale replikovana sestave-
nim koneéného portfolia, v némz jsou obsaZeny kupni i prodejni opce a pod-
kladové aktivum, vytvoreného v jednom okamziku, a to bez nutnosti dal-
§ich uprav podila aktiv;

b) mezzo static: vyplata opce muze byt dokonale replikovana sestave-
nim kone¢ného portfolia, v némz jsou obsaZeny kupni i prodejni opce, vy-
tvoreného v jednom okamziku a koneénym poctem obchodi s podkladovym
aktivem v ¢asovych okamZzicich nasledujicich;

c) weak static: vyplata opce muze byt dokonale replikovdana sestavenim
koneéného portfolia, v némz jsou obsazeny kupni i prodejni opce, které mo-
hou byt prodany pired dobou realizace;

d) feeble static: vyplata opce muze byt dokonale replikovana pomoci ko-
nec¢ného poc¢tu obchodud s koneénym poctem opci;

e) dynamic: vyplata opce muze byt dokonale replikovana jen pomoci spo-
jitého dynamického obchodovani s podkladovym aktivem.

Smyslem statické replikace bariérovych opci muze byt — podobné jako
v pripadé dynamické replikace — vytvoreni takového portfolia IT z plain va-
nilla opci s urditymi splatnostmi a realizaénimi cenami, které by mélo po
celou dobu své Zivotnosti stejnou hodnotu® jako cilova knock-out ¢ knock-
in opce f, tedy:

I, =f, t€l0;T] (16)

Jako vhodnéjsi se viak v tomto pripadé jevi pojeti replikace jako metody,
ktera pomaha vytvorit takové portfolio, jeZ replikuje ,jen“ vyplatu cilené
opce v dobé zralosti nebo jeji hodnotu na bariéte. Podle grafu 2 se jedna
o ¢ast svislé primky (7T') a prislusnou ¢ast vodorovné piimky (U). Pri doko-
nalé replikaci by vSak hodnota portfolia IT méla odpovidat hodnoté repli-
kované opce i ve zvyraznéné oblasti (opce s dolni a horni bariérou L a U),
resp. véetné oblasti OT'L (opce s horni bariérou U).

V zasadé lze rozlisit dva zakladni pristupy k vytvoreni statického repli-
kaéniho portfolia. Prvni metoda je oznacovana podle autord jako DEK (Der-
man — Ergener — Kani, 1995) a je zaloZena na sestaveni portfolia z relativné
velkého poctu opci s raznou Zivotnosti. Druhy p#istup, podle autord ozna-
éovany jako CEG (Carr — Ellis — Gupta, 1998), vyzaduje mensi pocet opci
se stejnou Zivotnosti, avSak za predpokladu splnéni uréitych podminek.
Jedna se jednak o symetrickou volatilitu (symmetric volatility smile) a jed-
nak o nulovy prirtastek ceny podkladového aktiva (opce na forwardové ceny,

5V piipadé dynamické replikace tomu tak byt musi. Portfolia, ktera maji stejnou poéateéni i ko-
ne¢nou hodnotu, museji mit za nemoznosti arbitrdze stejnou hodnotu i po celou dobu své Zivot-
nosti. V1iv hraje i piedpoklad spojitého obchodovéni, nepiedpoklddaného statickym pi#istupem.
Za piedpokladu dokonalych, dplnych trha by vSak dokonale replikujici statické portfolio mélo
mit také totoZnou hodnotu po celou dobu Zivotnosti.
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TABULKA 1  Staticka replikace bariérové kupni opce a strategie v pfipadé dosazeni bariéry

portfolio hodnota v pfipadé strategie v pfipadé dosazeni
dosazeni bariéry bariéry
r 0 likvidace portfolia
r \eall pfeména v plain vanilla
kupni opci

aktiva s nulovymi naklady drzZeni, cost of carry, apod.). V takovémto pri-
padé lze postupovat podle pravidla ,put-call symetrie“, jez spojuje hod-
noty kupnich a prodejnich opci se stejnymi splatnostmi, avSak s riznymi
realiza¢nimi cenami.

Daéle uvedena definice replikace bariérové opce je zpravidla oznaéovana
za ,statickou®, prestoZze pro svou dokonalost (perfect replication) vyzaduje
nekonec¢né mnozstvi aktiv v portfoliu. Rovnéz se predpoklada jedna (ko-
nec¢nd) uprava portfolia, a to v pripadé dosazeni bariéry. Metoda je po urci-
tych upravach aplikovatelna i na replikaci jinych exotickych opci; jedna se
napiiklad o opce sloZené (compound options), opce typu lookback (ty lze
povazovat za specidlni piipad komplexni bariérové opce) nebo spldtkové
(installment options).

4.1 Staticka replikace opce se spojitou bariérou

Piedpokladejme nejdiive statickou replikaci up-and-out kupni opce
Vutiout (U, X, T) se spojitou bariérou podle DEK. Jedna-li se o opci ev-
ropského typu, tj. mtze-li byt uplatnéna jen v ¢ase T, je zfejmé, Ze prvnim
krokem je nalezeni takovych opci, které by replikovaly hodnotu /v dobé zra-
losti, tedy na tzv. time boundary, ¢asové hranici. Prvni aktivum, které je
tfeba zahrnout do replikaéniho portfolia IP, je bézna kupni opce V¢4 (X, T'). Tato
opce bude mit poZadovanou hodnotu v oblasti S € [0, U) X T, av8ak jiz ne
pii Sy = U. Pro uspésnost replikace postacuje, aby opce i portfolio IPP mély
stejnou hodnotu pravé na bariéie, ne za ni. Tuto podminku spliiuje kratka
pozice v jakékoliv opci se stejnou hodnotou jako V (X, T) na bariéfe a s nu-
lovou hodnotou pod bariérou (v éase 7). Muze se jednat napiiklad o digi-
talni opci V¥ (U, T) s realizaéni cenou odpovidajici bariéie nebo o jeji apro-
ximaci pomoci rozpéti vytvoreného z bézné obchodovatelnych opeci.

Z vlastnosti bariérovych opci se pak odviji dalsi postup replikace. To, zda
bude opce v ¢ase T uplatnitelnd, ¢i ne, zavisi na (ne)dosazeni bariéry po
dobu zivotnosti. K opci Ve (X, T) jiz obsazené v portfoliu IP je tieba piidat
potiebné mnozstvi jinych opeci nulujicich jeho hodnotu na bariéie, pricemz
je treba postupovat zpétné od doby zralosti po éas nula. Portfolio je tedy
v koneéném dusledku spojité bariéry nutné doplnit o p¥islusné jednoduché
opce pro kazdy piipadny okamzik (tj. nekoneé¢né mnoho okamzika) dosa-
zeni bariéry.

Jak bylo uvedeno, tato strategie neni zcela staticka. Vyzaduje rovnéz akci
v pripadé dosazeni bariéry (tabulka 1), a ne az v dobé zralosti. Portfolio IP
replikujici knock-out opci by mélo byt v takovémto pripadé zlikvidovano;
bylo by totiz jisté, Ze opce nebude moci byt v ¢ase T uplatnéna. Je-li port-
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folio IP dobie vybrano, méla by byt tato likvidace mozn4 pii nulovych na-
kladech a neni tedy nutné, aby hodnota portfolia IP odpovidala hodnoté
replikované opce i za bariérou. Naopak portfolio II’ replikujici knock-in opci
(tj. podle parity IP méné béZzna opce) by mélo byt bezodkladné konverto-
vano do bézné opce, rovnéZ pii nulovych dodateénych ndakladech.

Pii replikaci prodejni opce je postup obdobny: nejdiive je nalezena stan-
dardni opce bez bariérové podminky a nasledné je jeji hodnota na bariére
pomoci vhodnych opci vynulovana.

4.2 Staticka replikace opce s diskrétni bariérou

Ma-li replikovana opce diskrétné pojatou bariéru, je situace ponékud
odlisna. Vzhledem k charakteru takovéto opce postac¢uje nulova hodnota
replikaéniho portfolia I pro koneény pocet knock-out dat:

LIT°, Ul X {t;} = [0, Ul X {t1} U [0, Ul X {tz} U ... U [0, Ul X {T'} (17)

kde [II°, U] X {¢;} indikuje hodnotu portfolia v ¢ase #;, je-li spotova cena pod-
kladového aktiva rovna udrovni bariéry. Portfolio IP je tedy opét moZné rep-
likovat pomoci standardni opce bez bariérovych podminek a koneéného
mnozstvi jinych opci, jejichZ hodnota odpovid4 hodnoté cilené opce na bari-
ére k knock-out datu. Problém nastava — jak bylo uvedeno vyse —, pokud je
hodnota podkladového aktiva v C¢ase ¢; vy$8i nez bariéra (graf 2). Pak neni
mozné dosahnout strategie podle tabulky 1 pfi nulovych nakladech. Jednou
z moznosti je rozsiteni podminek replikace i pro vybrana S lezici nad U, pti-
éemz vhodné turovné lze stanovit na zakladé posouzeni ofekdavané chyby
a dostupného portfolia opci. Je-li poZadovana dokonala replikace, bude opét
vyzadovana pozice v nekoneéném mnozstvi raznych opci, tj. s realizaénimi
cenami odpovidajicimi p¥ipustnym spotovym cenam podkladového aktiva
v knock-out okamziku. Je v8ak treba brat v ivahu, Ze neni realné, aby cena
podkladového aktiva vzrostla mezi jednotlivymi knock-out daty doneko-
ne¢na ¢i na jinou, dostateéné vysokou drover.

Druhy uvedeny piistup (CEG) je rovnéz zahajovan nalezenim vhodné opce
replikujici koneénou hodnotu replikovaného derivatu, tj. standardni opce
bez bariérové podminky. Jeji hodnota je nasledné na bariéie vynulovana,
a to s vyuzitim puté-call symetrie (PCS). V zavislosti na typu replikované
opce a na zakladé PCS je portfolio tireba doplnit o jednu aZ nekoneéné mnoho
béznych opci. Problémem mohou byt pevné pozadavky na droven realizaéni
ceny, zpravidla dosti vzddlené drovni aktualni spotové ceny.

Oba uvedené postupy lze aplikovat i pro replikace slozitéjsich bariérovych
opci, a to napiiklad pii vyuziti bariérové put-call transformace popsané Hau-
gem (1998).

5. Chyba dynamické a statické replikace
Pii praktickém naplnéni obou strategii vyvstavaji urcité problémy. S dy-

namickou strategii je spojen predevsim problém diskretizace — tedy ne-
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moznost spojitého obchodovani. Naopak se statickou replikaci je spojen fakt,
%e opce potiebné pro vynulovani hodnoty portfolia na bariéie (resp. nad ba-
riérou) nejsou veiejné obchodovatelné, a tedy bézné dostupné. Pro oba stu-
dované typy bariéry (spojita i diskrétni bariéra) je opét nutna diskretizace,
tj. sestaveni portfolia pouze z kone¢ného poctu opci. Tato kapitola je blize
zamérena na chybu replikace zpisobenou diskretizaci p¥i vykonu obou stra-
tegii.

Jak vyplyva z definice vyplatni funkce opce, maximalni ztrata z kratké
pozice v opci je bud neomezena (opce bez bariéry), nebo alesponi vyssi nez
jeji cena (vesSkeré opce). Pravé proto by méla byt efektivnost replika¢nich
metod posuzovana na replikaci kratké pozice. Chyba replikace bude takto
odpovidat souétu hodnoty vystavené replikované opce a dlouhé pozice v re-
plika¢nim portfoliu. Konkrétné pro knock-out kupni opci:

chyba replikacer = — Vi '% + Vi = S v, (18)
pri vyuziti statické replikace a

T T
chyba replikacer = — V" + xo - Bo + Ao - So +, %, - AB, +3, A, - AS,
t=0 t=0 (19)

pii vyuziti dynamické replikace,
pricemz V,;*/*“ bude: (a) nula v p¥ipadé prorazeni bariéry, (b) v ostatnich
piipadech vyplata v dobé zralosti.

Kvlastnimu ziskani koneéné replikacni chyby neni tedy tieba znat funkci
pro uréeni hodnoty replikované opce. Jedna se o rozdil mezi vyplatou opce
pii ukonéeni Zivotnosti a hodnotou replikaéniho portfolia. Znalost funkce ¢i
jiného zptsobu pro urceni hodnoty opce je vSak nutnou podminkou pro pr-
votni sestaveni replikaéniho portfolia pii uziti dynamické metody. Pro
upravu vah aktiv v portfoliu je pak nutné znat zptsob uréeni citlivostnich
parametrd.®

Vyse uvedené vztahy poskytuji chybu replikace jako absolutni éislo. Pro
srovnani opci s riznymi parametry je mozné vztahnout tuto chybu k uréité
zakladné, nejlépe cené opce. Pouzitelnost tohoto postupu v8ak zavisi na kon-
krétnim typu opce. Vlastnosti nékterych bariérovych opci (vysoka pravdé-
podobnost dosazeni bariéry) mohou zpusobit, Ze se jejich hodnota bude bli-
7it nule.

5.1 Chyba dynamické replikace

Piedpokladejme kratkou pozici v knock-out kupni opci (tj. jeji vystaveni)
s realiza¢ni cenou X = 100, jejiz bariéra na urovni U = 115 je monitorovana
spojité, s nasledujicimi parametry: vychozi cena podkladového aktiva
S = 100 (jedna se o akcii bez dividendového vynosu s konstantnim pi#irast-

6 Témé&t kompletni piehled formuli pro uréeni hodnot opci a ptrislusnych citlivostnich parametra
1ze nalézt naptiklad v (Wystup, 2000).
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TABULKA 2 Replika¢ni charakteristiky dynamické replikace reverzni bariérové kupni opce

interval min max Sikmost Spicatost Pr()=0,05 Pr()=0,1
tyden -16,032 30,315 -1,048 10,592 -5,986 -3,623
den -17,050 16,788 —2,236 22,411 -2,904 -1,638
12 hodin -17,268 10,450 -3,602 36,304 -1,960 -1,103
6 hodin -18,557 11,692 —4,213 56,457 -1,409 -0,823
1 hodina —23,731 4,889 -12,903 389,078 -0,614 —-0,344
interval o mean median Pr(I1> f) Pr()=0,95 Pr()=0,9
tyden 2,902 -0,500 0,027 0,511 2,468 1,649
den 1,805 -0,307 -0,047 0,465 1,375 0,876
12 hodin 1,379 -0,228 0,042 0,459 0,981 0,613
6 hodin 1,071 -0,171 -0,032 0,452 0,705 0,444
1 hodina 0,570 -0,073 -0,012 0,461 0,322 0,199

TABULKA 3 Replika¢ni charakteristiky dynamickeé replikace kupni opce

interval min max Sikmost Spicatost Pr()=0,05 Pr() =01
tyden -8,696 3,618 -0,632 4,635 -2,375 -1,653
den —4,009 2,456 -0,318 4,558 -1,097 -0,791
12 hodin -3,076 2,066 -0,313 4,735 -0,793 -0,567
6 hodin -1,918 1,701 -0,360 5,141 -0,569 -0,397
1 hodina -0,795 0,624 —0,204 4,993 -0,225 -0,159
interval o mean median Pr(II> f) Pr()=095 | Pr()=0,9
tyden 1,396 0,022 0,077 0,520 2,179 1,720
den 0,656 0,001 0,014 0,510 1,058 0,780
12 hodin 0,462 —-0,009 0,010 0,510 0,710 0,535
6 hodin 0,331 —-0,006 0,004 0,503 0,510 0,382
1 hodina 0,135 —-0,002 0,000 0,501 0,211 0,155

kem p = 10 % a volatilitou o = 30 %), bezrizikova sazba r = 5 %, vychozi
doba do zralosti je 25 obchodnich dnt (7T'— 0 = 7 = 0,1 roku).

Tabulka 2 uvadi replika¢ni charakteristiky studované bariérové opce pii
ruznych intervalech rebalancovani portfolia (tydné, denné i hodinové). Kon-
krétné se jedna o krajni hodnoty replika¢ni chyby (minimalni a maximalni),
stiedni hodnotu (mean) a smérodatnou odchylku (o), parametry Sikmosti
a $picatosti a hodnoty kvantilt pro a = 5 %, 10 %, 90 % a 95 %. Pro moz-
nost srovnani jsou tyto charakteristiky rovnéz uvedeny pro béznou kupni
opci (tabulka 3). Chyby jsou v obou p#ipadech vyjadieny absolutné nebo
v procentech z vychozi ceny aktiva’. Je tieba si uvédomit, zZe jelikoz je re-
plikovana kratka pozice, je zaporna chyba uréena presahem vyplaty repli-
kované opce nad hodnotu replikaéniho portfolia.

Prezentované vysledky byly ziskany pomoci simulaéni metody Monte
Carlo pri 10 000 nahodnych (pseudonahodnych) pokusech. P#i vypoctech
sice nebyly aplikovany poznatky techniky protikladné proménné, avsak uzi-
tim generatoru pseudondhodnych éisel programu Mathematica bylo dosa-

7 Pro lepsi vzdjemnou srovnatelnost 1ze vztdhnout chybu relativné k cené dané opce, ve studo-
vaném piipadeé je cena bariérové opce ptiblizné 50 % oproti opci bézné.
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zeno dosti presnych vysledkt. Rovnéz zvoleny pocet simulaci (10 000) vedl
v pripadé bézné opce k dosaZeni takika nulové chyby (stiedni hodnoty re-
plikaéni chyby), vliv na smérodatnou odchylku replikaéni chyby je pak pii
tomto poctu simulaci obecné nizsi.

Zatimco p¥i replikaci béZzné kupni opce 1ze dosdhnout relativné dobrého
vysledku i pro denni interval, u vybrané bariérové opce je tieba jit az pod
hodinovy interval. I pak v8ak ztastava vysoka pravdépodobnost extrémnich
(zapornych) vysledka (fat tails). To je dano nespojitosti opéni vyplaty. Ve
vSech piipadech je rovnéz patrné vyrazné negativni zeSikméni, které ob-
dobné jako parametr Spicatosti roste se zkracujicim se intervalem rebalan-
covani portfolia.

Vyrazné nenulova stredni hodnota replikaéni chyby reverzni bariérové
opce je dana aplikaci diskrétniho pristupu — de facto byla replikovana opce
s diskrétni bariérou, avSak vychozi portfolio bylo sestaveno pro opci se spo-
jitou bariérou. Na zdkladé podminky nemoznosti arbitraze pak lze takto ur-
éenou chybu vyuZzit pro ocenéni opce s diskrétni bariérou.

Mnohem horsi vysledky dynamické replikace bariérové opce jsou zptiso-
beny jejim charakterem. Jedna se o to, Ze tyto opce jsou v blizkosti bariéry
sice v penézich (ITM), ale postaduje nepatrny vzrust ceny podkladového ak-
tiva a opce se stava bezcennou. To ma vliv i na parametr A. Zatimco A bézné
kupni opce se pohybuje v rozmezi 0 az 1, u bariérové opce takové omezeni
v podstaté neplati.? V blizkosti bariéry je pak A zdporné — je vyzadovana
opacna pozice v podkladovém aktivu, nebot dusledkem zvySeni jeho ceny se
opce muze stat bezcennou. Vzhledem k nespojitosti vyplatni funkce by to
teoreticky znamenalo pozadavek na takika neomezenou kratkou pozici
v podkladovém aktivu. Tento problém lze fesit pomoci replikaci na bazi su-
perreplikace ptri omezeni kratké pozice v podkladovém aktivu (Schmock —
Shreve — Wystup, 2002), i tak vSak pii méné ¢astém rebalancingu rebalan-
covani zustava chyba vyrazna.

5.2 Chyba statické replikace

Dale uvazujme statickou replikaci stejné opce podle modelu DEK, pro
zjednoduseni predpokladejme uziti digitalnich opci. Cilem pro sestaveni re-
plika¢niho portfolia je dosahnout stejné hodnoty, jako je hodnota repliko-
vané kratké pozice. Bude-li se jednat o opci se spojitou bariérou, nebude
prakticky mozné sestavit portfolio z pozadovaného (nekoneéného) poétu
opci. Graf 3 ukazuje chybu zpisobenou uzitim koneéného po¢tu opci s Zi-
votnosti po dnech. Presny postup je ziejmy z ¢asti 4.1. Nulovou replikaéni
chybu bude mozné oéekavat, jen pokud bude bariéry dosaZeno pravé v oka-
mziku zralosti jedné z digitalnich opci obsazenych v portfoliu. Dojde-li vSak
k dosazeni bariéry v jiném okamziku, bude chyba vice ¢i méné pozitivni
a hodnota replikaéniho portfolia bude prevySovat teoretickou hodnotu opce.®

8 Vzhledem k nespojitosti opéni vyplaty (¢ funkce popisujici jeji hodnotu) je ziskdni pfesné ana-
lytické formule pro parametr A problematické. Uzivané formule se za ur¢itych okolnosti stavaji
nestabilnimi. Déje se tak predevsim pii extrémnich hodnotach vstupnich parametrd, nizké vo-
latilité, p¥i vyrazné nizsi cené podkladového aktiva vzhledem k X.
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GRAF 3 Staticka strategie replikace bariérové kupni opce se spojitou bariérou a chyba zpUlso-
bena diskretizaci (pro S = U)

Vertikalni osa — doba do zralosti, horizontalni osa — chyba v okamziku prorazeni bariéry, vpravo — detail
pro prvnich 20 dnl replikace. Pfesné v okamziku zralosti uzitych opci je chyba nulova, jiz v bezprostred-
nim okoli v8ak chyba vyrazné roste. Tento vliv je patrny obzvlasté se zkracujici se Zivotnosti.
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Hlavni problém spojeny s vyuzitim digitalnich opci a odhadem pripadné
chyby je v8ak nasledujici: Hodnota digitalni opce odpovida pravdépodob-
nosti uplatnéni, tj. dosaZeni realiza¢ni ceny v okamziku zralosti, v uvede-
ném piipadé bariéry replikované opce. Z teoretického hlediska je tuto opci
mozné uplatnit jen tehdy, pokud je jeji 7 piesné rovno nule. Je-li jen mirné
vy$si — feknéme, Ze do okamziku uplatnéni zbyva 10 minut — a spotova cena
se rovna bariére, je hodnota digitalni opce blizka jedné poloviné. Zda se tedy,
ze je nutné pockat. Predpokladejme vSak, Ze se pozici nepodatilo ukoncit
presné v okamziku dosazZeni bariéry, ale az pri cené 116 jednotek. Takto
hodnota digitalni opce razem vzroste o desitky procent a chyba replikace
bude vyrazné odlisna. Podobné lze predpokldadat nahly pokles ceny aktiva
S zpét pod bariéru a s tim souvisejici ztratu hodnoty digitalni opce.

Piipustime-li uplatnéni opce v priabéhu obchodniho dne, dojde k zizZeni
rozsahu chyby, ne vSak k jejimu celkovému odstranéni, protoze neodstra-
nén zustal problém sladéni hodnot bézné opce a ostatnich digitalnich opci
v portfoliu. To je zptisobeno skute¢nosti, Ze pfri sestavovani portfolia byla
brana v ivahu doba do zralosti v okamziku piFedpoklddaného prorazeni ba-
riéry 7= s, avSak ve skuteénosti se bude jednat o 7= s + u. Poznamenejme,
Ze u burzovné obchodovatelného aktiva (v ramci jednoho kontinentu) nelze
piredpokladat prorazeni bariéry mimo obchodovani, tedy v pribéhu noci,
a relevantni ¢asovy interval se tak zkracuje.

Vyrazny vliv na hodnotu ptvodné sladéného portfolia ma také nahla
zména volatility podkladového aktiva.

Nyni se soustfedme na statickou replikaci opce s diskrétni bariérou
(denni uzaviraci ceny) jen na bariére. Replikaéni portfolio je tedy sestaveno
stejné jako v predchozim piipadé. Pro urceni teoretické hodnoty opce je uzita

9 Je v8ak nutné, aby S = U. Pokud se tak nestane, bude chyba obdobna jako u opce s diskrétni
bariérou, viz dale.
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GRAF 4 Staticka strategie replikace bariérové kupni opce s diskrétni bariérou

Vertikalni osa — cena podkladového aktiva, horizontalni osa — chyba pfi likvidaci portfolia, vlevo — v dobé zralosti,
vpravo - v poloviné Zivotnosti. Pro nazornost je zachycena i hodnota portfolii pfed dosazenim bariéry. Ve druhém
pripadé odpovida vyplaté replikované opce.
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metoda upravené bariéry. Takto je dosazeno mirné vy$si ceny nez pii bari-
éfe spojité. Oc¢ekavana chyba pro rizné drovné ceny podkladového aktiva
je ziejma z grafu 4. Znazornéni je mozné vyuzit i pro analyzu chyby pti spo-
jité bariére v piipadé neukonceni pozice presné v okamziku dosazeni ba-
riéry.

Pripomenme, Ze replikaéni portfolio bylo sestaveno nejdiive z bézné opce
Veell (100; 0,1) replikujici vyplatu vystavené bariérové opce V#»/°ut (100,
115; 0,1) v useku 100 az 115 a néasledné doplnéno digitdalnimi opcemi
Ve (1155 0,1 — i- den) s pozadavkem vynulovat hodnotu uvedené bézné
opce v piipadé dosazeni bariéry; zpravidla se tedy bude jednat o opacéné
pozice nez v bézné opci. Strategie je opét ziejma z ¢asti 2.2 a 4.2. Ke kaz-
dému knock-out datu i je posouzen vztah spotové ceny S a bariéry U. Je-
i S; =U, je tireba ukonéit pozici v replikaé¢nim portfoliu. Hodnota tohoto
replikaéniho portfolia je zfejméa z grafu 4 jak v dobé zralosti, tak v polo-
viné zivotnosti.

Chybu replikace vyjadienou vztahem (18) lze v tomto p¥ipadé upravit
takto: (a) éasovd hranice, tj. = 0 a S<U, hodnota portfolia digitalnich
opci je nulova a replikovana bariérova opce je totozna s plain vanilla kupni
opci, z éehoz vyplyva, Ze replikaéni chyba je rovna nule; (b) hranice ur-
éend bariérou, tj. S =U, replikovana bariérova opce je bezcenna a chybu
replikace 1ze vyjadrit jako rozdil mezi plain vanilla kupni opci a portfoliem
digitalnich opci. Chybu lze tedy zapsat jako hodnotu portfolia IT replikuji-
ciho opac¢nou pozici, tj. replikaéni portfolio opatiené zapornym znaménkem.

chyba replikace = + V' = 3 v (20)

Ze znazornéni v grafu 4 jsou dale zietelné intervaly: V intervalu S; € (0,
U) opce nadale existuje. V intervalu S; € [U, U + z] je chyba negativni, roz-
sah se vSak s blizici se zralosti opce méni. Pro velmi vysoké urovné S by
pak byla chyba pozitivni. V dobé zralosti pak podle grafu 4 bude ktivka zna-
zornujici replikaéni chybu nespojita, coz je odvislé od charakteru vyplatnich
funkci. V prvnim intervalu je chyba nulova, druhy se zizil na vlastni hod-
notu U. I zde je chyba nulova. T¥eti interval je ovliviiovan pfimou imérou
mezi hodnotou S a V**# (100; 0,1), kdezto v portfoliu digitdlnich opci je ak-
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GRAF 5 RozSifena staticka replikace bariérové kupni opce s diskrétni bariérou

Vertikalni osa — cena podkladového aktiva, horizontélni osa — chyba pfi likvidaci portfolia; portfolio je sestaveno s ci-
lem vynulovat hodnotu bézné opce pro S =115, 116, 117, 118, 119 a 120.

. NN .
114 115 116 117 118 119 120

tivni uz jen jedna, s vyplatou nezavislou na rozdilu S; — U. Ze vztahu (20)
je ziejmé, Ze chyba bude v této ¢asti kladna.

Lze uéinit nasledujici zavér: Nedojde-li v priabéhu zZivotnosti k prorazeni
bariéry, bude chyba replikace nulova. Bude-li bariéra prekroc¢ena v posled-
nim mozZném okamziku, bude chyba kladna. Totéz plati pro vyrazné pre-
kroéeni v prabéhu Zivotnosti. AvSak presdhne-li cena podkladového aktiva
uroven bariéry v prabéhu Zivotnosti jen mirné, bude chyba zaporna. Vy-
slednym efektem tedy bude spiSe zaporna oéekavana chyba replikace, a tu-
diz by statické replikaéni portfolio mélo mit mirné nizsi hodnotu, nez je od-
povidajici teoreticka cena opce.

Pti rozsiteni replikace nejen na bariéru by graf 4 ziskal podobu ,,hirebene“.
Tento efekt je patrny z grafu 5 pro okamzik zralosti. Replikaéni portfolio
zde bylo sestaveno s pozadavkem nulovat hodnotu bézné opce na bariéie
s urovni 115 jednotek az po droven 120 jednotek s jednotkovym intervalem.
V piipadé aproximace digitalnich opci opcemi béZzné obchodovatelnymibude
presny efekt nedokonalé replikace zaviset na dostupnych opcich, a tedy
i presnosti aproximace.

Jak jiz bylo zminéno, chyba statické replikace je piimo z4visla na prav-
dépodobnosti dosazeni bariéry. Tato pravdépodobnost je realna, tj. vychazi
ze skuteéné dynamiky podkladového aktiva, u. Zatimco pi#i klasickém oce-
novani opci podle Blacka a Scholese (1973) postacuje znat rizikové neutralni
dynamiku r, pro vyjadieni replikaéni chyby je nutné pracovat s w. Teore-
ticka cena odvozena za piedpokladu dokonalé dynamické replikace je tedy
spjata s rizikové neutralni pravdépodobnosti dosazeni bariéry, kdezto chyba
replikace, a to predev8im statické, je vyznamné spojena s redalnou pravdé-
podobnosti.

Z tabulky 4 jsou ziejmé replikaéni charakteristiky ziskané podle simulace
pro bariéru sledovanou jak jednou za den, tak jednou za hodinu. V obou pfi-
padech bylo replika¢ni portfolio sestaveno z opci se zralosti po dnech. Ve
srovndni s tabulkou 3 je ziejmé vyrazné omezeni jak krajnich hodnot chyby
(zejména vsak té zaporné), tak smérodatné odchylky. Median je dan budouci
hodnotou pocateéniho rozdilu hodnot replikaéniho portfolia a uvazované
hodnoty bariérové opce podle BS-modelu. Tato chyba bude dosazena za pred-
pokladu, Ze nedojde k prorazeni bariéry.
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TABULKA 4 Replika¢ni charakteristiky statické replikace reverzni bariérové kupni opce

bariéra min max Sikmost Spicatost Pr()=0,05 Pr()=0,1
den —-6,235 4,916 —4,268 26,574 -1,529 -0,479
hodina —2,701 7,378 8,936 91,632 —-0,285 -0,128
bariéra o mean median Pr(Il> f) Pr()=0,95 Pr()=0,9
den 0,704 -0,307 -0,128 0,006 -0,128 -0,128
hodina 0,642 —-0,069 -0,128 0,015 -0,106 -0,128

Vyznamny rozdil mezi statickou a dynamickou strategii piredstavuje rov-
néz poéet potiebnych obchodt a s tim souvisejici transakéni naklady. Pro
zakomponovéani transakénich naklada by pti zvolené strategii denniho in-
tervalu bylo tieba zvaZovat nasledujici: (a) s dynamickou metodou je ve zvo-
leném pripadé spojeno maximalné 26 obchodt s podkladovym aktivem (pro
piipad nedosazeni bariéry v pribéhu Zivotnosti), nejvyssi naklady byvaji
zpravidla spojeny s pocateénim sestavenim portfolia; (b) staticka strategie
vyzaduje pocatecni obchod s kupni opci a nakup/prodej 25 rtznych digital-
nich opci s pfipadnym ukonéenim pozice v okamziku prorazeni bariéry. Do-
chazi tedy k zajimavému rozdilu: ¢im je uroven bariéry dosaZena pozdéji,
tim je p¥i dynamické strategii nutnych vice obchodt, naopak digitalni opce
postupné platnost pozbyvaji, a tak neni nutny jejich zpétny prodej/nakup.

Zékladni predstavu si véak miizeme udélat na zédkladé jednoduchého srov-
nani vstupnich ndklada na rizikovou investici nutnou k sestaveni repli-
kaéniho portfolia. Zvolme opét ATM opci s bariérou ve vysi 115 jednotek.
Na zakladé hodnoty parametru A bude hodnota pocateéni rizikové pozice
u dynamické strategie dosahovat témér jedné tietiny ceny S,. Oproti tomu
u statické strategie bude absolutni soucet pozic (tj. absolutni souéet krat-
kych i dlouhych pozic v opcich obsazenych v replikaénim portfoliu) dosaho-
vat stézi 4 %. I kdyby tedy byly s opcemi jakoZto s rizikovéj$imi produkty

spojeny v procentnim vyjadieni vyrazné vyssi transakéni naklady, bude ko-
neény dopad na transakéni naklady mnohem priznivéjsi.

7. Zavér

Hlavnim cilem ¢élanku bylo ukazat princip zakladnich opénich replikaé-
nich metod bariérovych opci, konkrétné metodu dynamické replikace a sta-
tické replikace. Rovnéz byla posouzena jejich efektivnost a charakter re-
plikaéni chyby.

Vyhodou bariérovych opci je oproti opcim klasickym niz§i cena — vztahuji
se pouze k vybrané ¢asti rizika omezené bariérou (pifip. bariérami) a reali-
zaéni cenou. V souvislosti s oceniovanim a hedgingem (replikaci) téchto kon-
trakta vSak mohou vyvstat urcité problémy zpusobené specifi¢nosti opci to-
hoto typu. V dtsledku toho nelze pri aplikaci standardni dynamické repli-
kaéni metody oéekavat uspokojivé vysledky. Vhodnou metodou muze byt
staticka replikace, je vSak tieba brat v ivahu praktickou nedostupnost po-
tiebnych aktiv, a tedy zvolit prijatelné zjednoduSeni pii akceptaci zbytko-
vého rizika na zakladé zvoleného kritéria (aplikaci uzitkovych funkci, mean-
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variance hedging) a/nebo toto zbytkové riziko dale 7idit pomoci dynamic-
kého obchodovani. Takto se lze ¢astecné vypoiadat i s problémem nekon-
stantni volatility.

Pi#i vybéru optimalni metody a jejiho charakteru (interval rebalancingu
u metody dynamické, mnozstvi opci u metody statické) je nutné zohlednit
konkrétni podminky. Jedna se zejména o likviditu podkladového aktiva (¢i
jiného, dobie zkorelovaného), schopnost okamzité reagovat na prorazeni ba-
riéry, velikost transakénich nakladi, §ifi dostupnych opci (Zivotnost, reali-
zacéni cena) apod. Pti hedgingu bariérovych opci je také nutné brat v avahu
vzdalenost stanovené bariéry od vychozi ceny a dopad piipadnych, nezridka
se vyskytujicich, skokud. Stejné tak bude koneény efekt replikace vzhledem
k nedokonalosti obou studovanych metod zaviset na skuteé¢né dynamice pod-
kladového aktiva.

Velka vyhoda statické replikace se projevila pti zohlednéni transakénich
naklada. Vzhledem k tomu, Ze tato metoda obvykle vyzaduje mnohonasobné
mensi rizikovou investici, lze piredpokladat i vyrazné nizsi transakéni na-
klady.
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SUMMARY
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Replication Methods in the Pricing and Hedging
of Barrier Options

Tomas TICHY - Faculty of Economics, Technical University of Ostrava (Czech Republic)
(tomas.tichy @vsb.cz)

This paper considers various options replication methods. Firstly, a specific type
of barrier option, an up-and-out call, is considered. Other barrier options are briefly
also described, and various types of barriers are considered. Secondly, a general de-
finition of replication methods is provided. Two methods are thus examined in de-
tail: The first one, based on ever-changing positions in replicating portfolio, is re-
ferred to as a dynamic replication method. The second one is denoted as a static
replication method—its aim is to create a static basket of simple assets that will re-
plicate the option payoff. However, in the real world it is difficult to attain perfect
replication; therefore, the expected replication error of both methods is studied via
simulation technique.
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