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Fuzzy-stochasticky odhad
hodnoty firmy jako kupni opce

Zdensk ZMESKAL*

Stanoveni hodnoty firmy nebo segmentu aktiv jakékoliv podnikové struktury
je prostfedkem pro vyjadieni a Fizeni cild firmy. P¥itom se jedna o slozity pro-
blém s promitanim vlivua komplexnosti, vzdjemné provazanosti, synergie, eta-
povitosti, rizika (vyuziti pravdépodobnosti) a také neuré¢itosti (nap¥iklad apli-
kace fuzzy mnozin).

Stojime-li pfed tkolem ocenit segment aktiv, je nezbytné vymezit jednoznaéné
vstupy, vystupy a hranice daného celku. Pro ocenéni aktiv tohoto segmentu se
nabizi ¥ada metod a vZdy se jednd o posuzovani situace z riznych hledisek.

V zésadé existuji ¢tyfi ptistupy. Prvnim z nich jsou (1) vynosové metody, pti
nichZ jsou ceny aktiv stanovovany jako sou¢asna hodnota budoucich finanénich
tokt. Druhou skupinu piedstavuji (2) substanéni metody, u kterych je cena ak-
tiv vyvozovana z reprodukéni ceny (trini ocenéni) aktiv a veskerého majetku,
ktery je ocetovan. Dalsi moznosti jsou (3) komparativni metody, u nichZ jsou
hodnoty slozek aktiv porovnédviany s vyrobnimi celky s obdobnymi vlastnostmi.
Jednou z nové se vyvijejicich metod je aplikace (4) opéni metodologie, coz zna-
mend vélenit do tivah o ocenéni i podminéné (kontingentni) naroky, které lze
uplatiiovat pouze v nékterych pfredem vymezenych p#ipadech. Vysledny odhad
ceny je nutné odvodit jako kompromis provedenych odhada.

Stochasticky aparat je tradiénim Siroce rozvinutym nastrojem vyuZivanym
ve finanénim rozhodovani. Aplikace fuzzy apardatu nema takovou tradici, i kdyz
nékteré sméry, tykajici se finanénich aplikaci, byly studovany a popsany. Pii
simultannim vyuZiti se nabizi tézit z pfednosti obou uvedenych p¥istupi.

Tento prispévek je vénovan étvrté skupiné metod s tim, Ze tradi¢ni stochas-
ticky p¥istup ocenovani opci je vzhledem k obtiZnosti odhadu vstupnich dat obo-
hacen o prvky neuréitosti. To znamen4, %e vstupni data jsou zaddvana jako
fuzzy mnoziny a vysledek propoétu bude opét fuzzy mnozZina. Jedna se tedy
o fuzzy-stochasticky model ocenovani, ktery lze povazovat za vieobecnou citli-
vostni analyzu.

Stochastické modely odhadu ceny kupni (call) opce

Opce jsou derivaty cennych papiru a jejich cena je odvozena z hodnoty pod-
kladového aktiva. A¢koliv obchodovéni s opcemi zapodalo teprve relativné ne-
davno, finanéni produkty s vlastnostmi opci existuji dlouho. Technika propoétu
dostupna pro ocenéni opci se rozvinula a vychozim podnétem bylo zejména od-
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vozeni spojitého stochastického modelu ocenéni od Blacka a Scholese (viz (Black,
1973), (Adams, 1995)), ktery je zaloZen na odhadu stfedni hodnoty pro evrop-
skou kupni (call) opci, ndsledovné:

C, =8, -Ndy)—e"-X.N(dy) (1)
ln(——)‘?—)+(r+—‘2’—2>-dt

kde d, = o
- N

y d2=d1—0'“f’dt

Pritom C, je cena (prémie) kupni opce v ¢ase t, S, je cena podkladového aktiva
(napt. akcie, ména), X je realizaéni cena, r je ro¢ni bezrizikova drokova sazba,
dt = Tt je doba do momentu realizace opce, pFi¢emz T je moment realizace opce.
Déle o je smérodatna odchylka logaritmu vynosu podkladového aktiva za rok
(vynosy akcii maji podle empirickych zjisténi logaritmicko-normaélni rozdéleni),
pFiéemz N(-) je distribuéni funkce normovaného normalniho rozdéleni.

Alternativni binomicky model pro ocefiovani opci, taktéZz stochasticky, ma
oproti pfedchozimu specifické, vyhodné vlastnosti. Napfiklad umoziiuje ocerio-
vat nejen evropské, ale i americké, floor, caps opce a vélenit také dal&i omezu-
jici predpoklady. Binomicky model je pro evropskou kupni opci uréen nésledov-
né:

C,=e". E[Cy] (2)

kde E(C4/ =2 Co?- p/ (1-p)* - max {0; S, - e Ju+n)v — X}y di=T-t
Jj=0

P¥itom C,, (Cy) je cena opce v Gase ¢, resp. T, E[Cy] je stfedni hodnota opce
v ¢ase T (dobé realizace), S, je cena podkladového aktiva, r je roéni bezrizikova
trokova sazba, Co?je kombinace j-té t¥idy z n-prvki, n je polet kroki, na ktery
je interval dt rozdélen, p je pravdépodobnost pirechodu za jeden krok, u (v) rast
(pokles) ceny podkladového aktiva za jeden krok, j vyjadiuje pocet zvySeni ceny
z n krokii v binomickém stromu.

Tyto modely byly aplikovdny v mnoha finanénich oblastech. Jednou z moz-
nosti, vztahujici se k rozhodovani na tdrovni podniku, je ocenéni vlastniho ka-
pitalu firmy jako evropské kupni opce.

Ocenéni vlastniho kapitalu firmy jako kupni opce

V pi¥ipadé, Ze dluh firmy neni vefejné obchodovatelny nebo jeho odhad je velmi
obtizny, opéni teorie umozZiiuje ocenit trzni hodnotu dluhu nebo vytvofit novy
pohled na hodnotu dluhu berouci v ivahu podminéna rozhodnuti. Je to smér,
1994) nebo (Damodaran, 1994).

Vyjdeme-li analogicky z (1), pak p#i aplikaci kupni opce na ocenéni firmy je
vlastni kapitdl firmy (V) povazovan za cenu kupni opce (C,) a pfedpoklads se,
Ze realizaéni cenu opce (X) tvoii nomindlni hodnota dluhu (Vnp) v dobé likvi-
dace (splatnosti). Za podkladové aktivum opce (S,) je povaZzovana souéasna
(trzni) hodnota aktiv firmy (V,) a rozptyl tohoto aktiva je tvofen rozptylem ak-
tiv (o4). Tedy:

vnitrni hodnota kupni opce = trini hodnota aktiv — nomindlni hodnota dluhu
v dobé splatnosti
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Piedpoklada se déle, Ze Zivotnost dluhu je shodna s Zivotnosti vlastniho ka-
pitalu (dt); tzn. Ze firma muZe byt likvidovdna investory (drziteli vlastniho ka-
pitalu) kdykoliv do doby splatnosti dluhu.

Odhad doby do splatnosti dluhu v pfipadé strukturovaného dluhu, tedy fady
poloZek ligicich se vysi kupond, splatkovymi rezimy, dobou splatnosti, lze pro-
vést pomoci primérné durace dluhu. Durace (D) je mira citlivosti zmény ceny
finanéniho produktu se znamymi finanénimi toky na vynos do splatnosti:

D=pv'2t-pr,=pv' 2t -cf.(l+y) (3)
t t

kde y je roéni vynos do splatnosti, c¢f, jsou finanéni toky. Déle puv, je souéasna
hodnota finanénich toku vztahujici se k dobé ¢, pv, = cf, - (1 + y,)* a pv celkova
soutasna hodnota neboli trzni hodnota slozky majetku.

Celkova durace dluhu je totozna s jejim priimeérem:

Dy =pv! 2 pv; . D, (4)
g

pti¢emz D, jsou durace slozek dluhu.

Protoze model kupni opce umi pracovat pouze s jednou polozkou dluhu (rea-
lizaéni cena) a protoZe dluhy firmy jsou znaéné strukturované, je nutné trans-
formovat hodnotu dluhu na jeden finanéni produkt s vlastnostmi odpovidaji-
cimi syntetickému dluhu (Vn,).

Dale musi byt odhadnut rozptyl aktiv firmy (¢3); ten se odvozuje ze dvou slo-
zek — vlastniho kapitalu (o) a dluhu (o) — a ddle jejich vzdjemné korelace (pgp).

(r}§=w5-(rj€+w§;-(f,%+wD~wE'(rE rOp - Prp (5)
kde wp + wg = 1. (6)

Pritom wp, wg jsou trzni podily vlastniho kapitalu a dluhu.

Odhadnout hodnotu vlastniho jméni firmy jako kupni opce tedy znamena pro-
vést tyto kroky: (1) odhad hodnoty aktiv firmy, (2) odhad pramérné durace dluhu
firmy, (3) odhad primérné nomindlni hodnoty dluhu v dobé realizace, (4) od-
had rozptylu hodnoty aktiv firmy, (5) propo¢et hodnoty vlastniho kapitalu jako
evropské kupni opce dle (1) .

C,
V, (hodnota aktiv)

Vzhledem k vyskytu zpétnych vazeb ( = wg ,cena opce

je totozna s trzni hodnotou vlastniho kapitdlu firmy C, = VEZ cena opce ovliv-
fiuje zpétné duraci a rozptyl aktiv. Odhad hodnoty vlastniho kapitdlu musi byt
proto Fe$en jako iloha nelinearniho programovani nasledovné (Problém P1):

max C, = Vy dle (1)
za podminek of = w3 - o + Wi - oE + wp - Wg - g+ Tp - PEp dle (5)
wg-+wp=1 dle (6)
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GRAF 1 Funkce pfislusnosti pro T-¢islo

Z predchoziho popisu je ztejmé, Ze odhad opéni hodnoty je vyrazné zavisly na
mite presnosti odhadu vstupnich parametrd. Ukazuje se, Ze zvlasté v piipadé
dlouhodobych odhadi, coz je pfipad odhadu hodnoty firmy, nelze vyhovujicim
zplisobem stanovit vychozi data a je mnohem rozumnéjsi modelovat situaci jako
neurditou; pfitom jednou z mozZnosti je aplikovat fuzzy aparat.

Charakteristika dale pouZitého fuzzy aparatu

Fuzzy modelovani je vyrazné se rozvijejici smér vyjadieni neurditosti. Za-
kladnimi elementy — které jsou velmi 1iéinné a na kterych je fuzzy modelovani
postaveno — jsou (1) fuzzy mnozina, ktera slouzi k popisu neur¢itosti, a (2) prin-
cip rozéifeni, coz je uéinny prostiedek k provadéni operaci mezi fuzzy mnozi-
nami.

Fuzzy mnoZina § je usporadand mnozina dvojic; je definovana funkei pfi-
slusnosti u; jako zobrazeni z E* (mnohorozmérny eukleidovsky prostor) do
intervalu {0,1]. Fuzzy mnozZiny budou déle pro prehlednost oznadovany vlnov-
kou. Fuzzy mnozin je moZné vytvorit celou $kalu. Z hlediska dal&iho pouZiti je
vzhledem ke svym vlastnostem jednou z nejrozsifenéjsich fuzzy mnozina typu
T-éislo.

Funkce pfislusnosti pro 7-¢islo je a zndzornéna na grafu 1 a definovana takto:

0 pro x < sb—g¢
@lx) pro sh—sr < x < st

s =pu; (x)= 1 pro stk=x=3sY
Ylx) pro sV <x < gV 48k

0 pro x =sY + s

T&islo bude déle oznadovédno § = (sh, sV, s9, s#), ,, kde, st = sY; s, sY, s7,
sP € EY; s, 88 = 0, pritemz, ¢lx), Y{x), jsou redlné spojité funkee, ¢lx) € [0;1]
je funkce neklesajici pro x € [sE — s; st a ydx) € [0;1] je funkce nerostouci pro
x € [s8Y; sV + $P], § € Fr (E). Je ziejmé, Ze T-éislo m4 vlastnosti normality, kon-
vexnosti a spojitosti. Detailngji napi#iklad viz (Dubois, 1980), (Mare§, 1994),
(Novak, 1990), (Ramik, 1996).

Jednim z nejrozsitenéj$ich zphsobi, jak provést operace mezi fuzzy mnozi-
nami, je aplikovat tzv. princip rozsireni (extension principle); jeho pomoci lze
operace mezi fuzzy mnoZinami pievést na operace mezi redlnymi éisly. Tento
princip definoval na zdkladé sup min kompozice Zadeh (1973). Zavislost mezi
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fuzzy mnozinami ;... 7, a § = f (71... 7, ) dle tohoto principu lze vyjad¥it na-
sledovné:

Necht £ : E* - E!, funkce pFislusnosti fuzzy mnoZiny § = f (71... 7,) je defi-
novéana takto:

us () = sup min [pz (xp)...... wi, (&), x,, y € EY (D
1:2Xp
;=f(x1"‘xn)

Pokud neni moZné propoéist hodnotu vysledné fuzzy mnoZiny pfimo analy-
ticky podle tohoto principu, je moZné vyuiit e-fezy a pievést operace mezi fuzzy
¢isly na operace s jejich e-fezy nésledovné:

u; ) =sup ls;y € [s% *s®]} proviechnay € E a ¢ €[0; 1] (8)
pritemz 3° = [s%, *s°] = {x € E; p; (x) = &} je tzv. e-Fez
—s® = inf (x € E; py;(x) = ¢}, *s* = sup (x € E; ws(x) = ¢}

Krajni hodnoty e-Fezi lze ziskat pro 7T'¢isla jako vysledek tiloh matematic-
kého programovani nésledovneé:

max (min)y = *y?, ()
za podminek ¥ = f (x;......... x,)
x; € [x%;, *x]

Fuzzy-stochasticky model ocenéni vlastniho kapitdlu firmy jako kupni
opce

Jak bylo naznaéeno vyse, pii stanoveni ceny kupni opce je mnohem realis-
tift&j8i zaddvat vychozi data neurtité, a tedy vyuZit aparat fuzzy mnozin. To
plati dvojnasobné p¥i stanoveni hodnoty firmy jako kupni opce, nebot tento od-
had se vyznacuje dlouhodobosti, a tedy znaénym stupném rizika a neuréitosti.
Piitom pfedpokladame, Ze neuréitd vstupni data jsou typu T-éisla. Zastavme
se nyni u jednotlivych vstupnich parametra a jejich odhadu.

(1) Odhad hodnoty aktiv firmy je zavisly na neuréitém odhadu hotovostniho
toku (cash-flow) a vynosovych kfivek (vynosa do doby splatnosti), a proto je
nutné zadat tuto hodnotu neuréité, V,.

(2) Odhad primérné durace dluhu (f)D = 1d) firmy je zavisly na odhadu ho-
tovostniho toku a tvaru vynosovych kfivek:

Ld NU ~ _~ —~ ~ —~ —~ —~
D=§t:—ﬁp?’=pv‘1- Et,t- - L+5)* a DD=pv‘1§,pvj~Dj

(3) Odhad hodnoty dluhu v dobé realizace vzhledem k nejistoté spldtek a p¥i-
jimani dluhi lze stanovit rovnéZ pouze neuréité (X = Vnp).

(4) Odhad rozptylu hodnot aktiv firmy lze rozdélit na odhad rozptylu vlast-
niho kapitédlu a dluhu. Zpravidla se vyuziva historicky p¥istup; realizovany roz-
ptyl a korelace se vSak s touto vychozi zdkladnou neshoduji. Zajimavy rozbor
a srovnéni téchto veli€in je proveden v (Muller, 1993); z ného vyplyva nutnost
rektifikace a jako vyhodné se tedy ukazuje pouzit neuréitych vstupnich dat. Vy-
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sledny odhad rozptylu 6% je tedy ovlivnén i trznim podilem vlastniho kapitdlu
a dluhu, ktery je opét neuréity, wp, op, W, 7z, Prp- Navic wg je totozny s C/ V.

(5) Propoget vlastniho kapitdlu jako poptédvkové opce a trini hodnoty dluhu
bude z vy$e uvedenych dévodi vyjadfovat neuréitou (fuzzy) stiedni hodnotu.

P#i propoétu stiedni oéekdvané fuzzy hodnoty vlastniho kapitélu firmy jako
evropské kupni opce je nutné aplikovat na problém P1 — podle (1; 5; 6 ) — prin-
cip rozsiteni dle (7). To vyplyva z vlastnosti T-¢isla a definice principu rozsifent,
nebot cely problém P, je moZné chapat jako fuzzy funkei s B-interaktivnimi
a fuzzy-stochastickymi proménnymi — detailngji (Dubois, 1980), (Luhandjula,
1996). Potom plati:

= sup min [p3] = v,(8), ug - ¥,(X), b, (00), ks, (08), M,
C=S-Nidye- X - Nidy (wp), p, (W) 1 (pgp), Mo(r), Mz = 5,dt)
in (Swrs ) e
' o dt
dy=d\—c. vdt 9

ol =wh- of+ wh- o+

+Wp Wk Og - Op- Prn
wp+wg=1
8, X, op, 0%, wp, W, pep, T dt

Tlustrativni propoéet fuzzy hodnoty vlastniho kapitilu firmy jako
kupni opce

Pro praktické ovéfeni stanoveni kontingentni hodnoty vlastniho kapita-
lu jsme vychazeli z ptredpokladu, Ze vstupni data (7, dt, S, X, Op, Or, Pep)
jsou zaddna jako neurdité hodnoty pomoci linedrnich T éisel; to znamend, Ze

Px) = 5—_—(‘9::—8“) ax)= % jsou linedrni. Vstupni data znézor-
nuje tabulka 1.

V tabulce 2 jsou uvedeny hodnoty slozek majetku firmy jako T-¢isla podle
e-fezll. Ve sloupci A je vstupni fuzzy hodnota aktiv firmy (V}), ve sloupci B je
uvedena fuzzy hodnota vlastniho kapitdlu firmy (V) dle (9). Pfitom byl apli-
kovan princip rozsiteni dle (7) a proveden vypoéet pomoci &-fezti dle (8). Pro
lepsi ndzornost jsou uvedené hodnoty zndazornény jesté na grafu 2.

Zavér
Jak je ziejmé, existuje docela jednoduchy zpisob propojeni a vyjadieni ne-

uréitost a rizika p¥i odhadu vlastniho kapitalu firmy jako evropské kupni opce.

TABULKA 1 Vstupni Gdaje pro ohodnoceni vlastniho kapitalu jako kupni opce

r dt=D,, S=V, X=Vn, T o OEp
s 0,1 7 100 56 0,05 0,055 0,65
sV 0,11 7,25 105 58 0,052 0,055 0,65
BN 0,005 0,2 3 2 0,002 0,001 0,004
sh 0,003 0,2 2 1 0,001 0,002 0,003
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GRAF 2 Slozky majetku firmy za neurgitosti

7 7,
/—\ /'——_\¢ hodnota
66,1 71,2 79,8 83,7 97 100 105 107
TABULKA 2 Odhady hodnoty slozek majetku firmy
A B
aktiva vlastni kapitél metoda
: kupni opce

0 9700 | 107,00 66,08 ’ 83,73
0,25 97,75 106,50 67,36 82,75
0,5 98,50 106,00 68,65 : 81,76
0,75 99,25 105,50 69,93 80,77
1 100 § 105 71,19805 ; 79,77459

Na daném piikladé bylo ovéfeno, Ze fuzzy-stochastické prostiedky jsou
vhodné pro uchopeni a zvlddnuti problematiky finanéniho rozhodovani, nebot
pro finanéni a ekonomicky vyvoj je typické, Ze je zde vnitiné pfitomna neuréi-
tost a rizikovost, coZ je ddno vlastnostmi ekonomického prostiedi, dynamikou,
vzdjemnymi interakcemi a subjektivitou rozhodovéni.

Fuzzy-stochastické p¥istupy rozsifuji a obohacuji moZnosti jak determinis-
tickych, stochastickych, tak fuzzy modelt. Aplikace fuzzy-stochastickych pro-
stfedkh mGZe zdroven zkvalitnit a prohloubit znalosti o prostoru rozhodovéani
a moznostech budouciho vyvoje podnikového organizmu a slouzit jako prostie-
dek podpory rozhodovéni, ktery poskytne finanénimu a vrcholovému manage-
mentu firmy cenné informace a umoini tak eliminovat nejistotu a neuréitost
budouciho vyvaje.

Aplikaci fuzzy-stochastickych postupt p#i ocefiovdni firmy lze tedy povazo-
vat za uziteény a obecné vyuZitelny nédstroj, ktery prekonava zjednoduseni vy-
plyvajici z vlastnosti deterministickych, stochastickych a fuzzy piistupi. Lze
jej tedy povazovat za obecnou citlivostni analyzu.
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SUMMARY
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Fuzzy-Stochastic Estimation of a Firm Value as
a Call Option

Zdensk ZMESKAL- Technical University of Ostrava, Faculty of Economics

The author describes a fuzzy-stochastic approach to the valuing of a firm equity.
The Black-Scholes model of valuing call options is set forth and methodology of app-
rising equity under the B-S model is described.

Typical features of financial decision-making are indeterminacy and vagueness
that are often neglected. These aspects also concern the firm equity valuing. Fuzzy-
-stochastic approach is a very effective instrument for dealing with vagueness and
is used in the paper. The author describes and uses the fuzzy set of the T-number
type and an extension principle.

The author applies a combination of risk (stochastic) and uncertainty (fuzzy) in-
struments in calculating a firm value as a call option. Input data are in a form of
fuzzy sets, result (firm value) is determined also vaguely as a fuzzy set. An illustra-
tive example is then provided.

The author concludes that the fuzzy-stochastic approach could be considered as an
advanced method of a firm value calculation which could express the decision-ma-
king conditions very well.
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