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Blackuv-Scholesuv model
ocenovani opci

Jifi SLACALEK*

Uvod

Blacktv-Scholesiv model oceriovani opei (B-S-model) predstavuje spolu
s modelem CAPM nebo APT jeden ze zdkladnich stavebnich bloki moderni
finanéni teorie. Ackoli vznikl jiz pied 25 lety, ptezil s mirnymi modifikacemi
az do soucasnosti a lze tézko predpokladat, ze v nékolika p¥istich letech se
nékomu poda¥i vymyslet pro ocefiovdni finanénich derivat néjaky lepsi
zpusob.

Ackoli tento model stavi na éasto kritizovanych predpokladech, dava velmi
uspokojivé empirické vysledky. Jeho hlavni vyhodou je jednoduchost. Arbit-
razni piistup k ohodnocovani derivatl, ktery zavedli Fischer Black, Myron
Scholes a Robert Merton, se ukazal byt pouzitelny pro mnohem vice finané-
nich instrumenti neZ jen pro v té dobé nezndmé a nevyznamné finanéni
opce. Od 70. let vzniklo mnoho modeld meziéasové a rizikové struktury uro-
kovych mér, jez uspokojivé simuluji ceny dluhopisi, a B-S-model se ukazal
byt snadno aplikovatelny i na tzv. redlné opce — investiéni projekty firem.

Zakladni myslenka B-S-modelu

B-S model je postaven na velice jednoduchém a o to obdivuhodné&jsim na-
padu. Pfredpoklada se dokonaly (efektivni) trh, ktery Zadnému déastnikovi
nedovoluje, aby dosahoval neomezeného zisku. Tento trh neumoziuje arbit-
rdz, tj. situaci, kdy je mozné s nulovou podateéni investici dosahnout pomoci
néjaké strategie kladného zisku v budoucnu. Nutnou podminkou pro neexi-
stenci arbitraze je, ze finan¢ni instrumenty, které maji shodné budouci vy-
nosy, museji mit i stejnou cenu v soudasnosti. Autoti ddle predpokladaji, ze
je exogenné ddn stochasticky proces, jenZ popisuje pohyb ceny podkladové
akciel, jehoz parametry, tj. stfedni hodnotu a rozptyl, znaji véechny subjekty
trhu. Dale existuje bezrizikovy dluhopis (obligace), ktery ma v nejjednodudsi
verzi modelu konstantni vynos. Pomoci téchto dvou instrumentti 1ze zkon-
struovat portfolio, které dokonale kopiruje cenu opce, a musi tedy mit stej-
nou cenu jako opce. K tomu, aby toto portfolio existovalo, je vak nutné ob-

* Jifi Sladdlek - t.¢. na doktorandském studiu na John Hopkins University, Baltimore
Autor by rad podékoval J. A. Vigkovi a M. Vosvrdovi za cenné pfipominky a opravy koneéné
verze tohoto ¢lanku. Tento ¢lanek obsahuje citace z diplomové prace (Slaéalek, 1998).

! Vsechny nové terminy jako podkladova akcie nebo uplatiiovaci cena jsou vysvétleny nize.
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chodovani ve spojitém ¢ase. Je totiz tfeba neustale upravovat podily akcie
a dluhopisu v tomto portfoliu. Musime dale pFedpokladat, Ze tyto upravy
jsou bezplatné, tj. neexistuji Zadné transakéni néklady spojené s ndkupem
a prodejem akcie a dluhopisu. Za téchto podminek je pak mozné vyjadrit
cenu opce pomoci znamé ceny podkladové akcie a bezrizikového dluhopisu.

K rigoréznimu odvozeni B-S-ceny opce je tfeba pomérné slozitych mate-
matickych néstroji, tzv. stochastického diferencidlniho poétu. Jeho zjedno-
duseny vyklad obsahuje zarazeny Dodatek. Nasledujici oddily popisuji pied-
poklady a zdvéry B-S-modelu.

Predpoklady Blackova-Scholesova modelu?

Nejprve vymezime pojmy, se kterymi budeme dale pracovat. Evropskou
kupni (call) opct rozumime kontrakt, ktery dava svému majiteli pravo — ni-
koli povinnost — koupit podkladové aktivum?® v dané datum za pfedem ur-
denou cenu (uplatfiovaci, realizaéni cenu). Evropskd prodejni (put) opce
opraviiuje svého majitele k prodeji podkladového aktiva za uplathovaci
cenu. Americké prodejni a kupni opce jsou obdobné jako evropské, aviak
s tim rozdilem, Ze privo lze uplatnit i pfed danym datem.

Hodnotu (cenu) evropské kupni opce oznaéime C(S, 1), kde cena opce C je
funkei pouze sou¢asné ceny podkladového aktiva S a doby do vyprSeni opce
(expirace)? 7. Oznaéme dile bezrizikovou drokovou miru r a uplatnovaci
cenu opce K. Podkladova akcie této opce nevypldci zadné dividendy. Dale
piredpokladame, Ze uplathovaci cena K je béhem ,Zivota“ opce konstantni.
Zakladni pfedpoklady modelu jsou:

(1) Dokonaly trh — Neexistuji zadné transakéni naklady ani diferenéni
dané. Obchodovani se uskuteéfiuje ve spojitém c¢ase, vypujéni a zaphjéni
drokova mira jsou si rovny, neexistuje zadné omezeni na kratké prodeje
a v8echny cenné papiry jsou neomezené délitelné. Kapitdlovy trh je doko-
nale konkurenéni, jednotlivi investofi nemohou ovlivnit cenu akcie S ani
bezrizikovou drokovou miru r.

(2) Dynamika ceny akcie — Cena podkladové akcie S se fidi geometrickym
Brownovym pohybem, ktery popisujeme stochastickou diferencidlni rovnici:

dS(t) = aSt)dt + oSEYAWI(t) S(0) =S, >0
neboli )
dég((tt)’ = adt + odW(t) S(0) =8, >0 (1)

kde a, 0 € R*,. Parametr « lze chapat jako stfedni hodnotu vynosu akcie,
o2 jako jeho rozptyl, dW je infinitezimalni p¥irastek standardniho Wiene-

2 Pfivodni odvozeni tohoto modelu obsahuje (Black — Scholes, 1973); tento text vychazi z poné-
kud piesnéjsi a obecnéjsi verze (Merton, 1973).

*V nasem piipadé bude podkladové aktivum akecie; jeho cenu oznaéime S.

4 Doba do vyprseni opce 7 je tedy doba mezi souéasnym ¢asovym okamzikem t a okamzikem T,
kdy bude evropska opce uplatnéna nebo vyprsi a bude bezcenna: r = T - ¢. S postupem ¢asu
7T T a 7 tedy klesd. V okamziku vyprseni ¢t = T a 7 = 0 vyplaci evropska kupni opce &astku
S(T) — K, pokud S(T) > K, nebo ¢astku nulovou, pokud S(7) -= K. V dobé vyprseni ma kupni opce
cenu: C(S, 0) = max [S(T) - K, O]
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rova procesu (viz zde Dodatek). Cena akcie podle tohoto modelu nemuze ni-
kdy dosahnout zapornych hodnot.

(3) Dynamika ceny dluhopisu — Cenu bezrizikového dluhopisu oznaéime
jako B(7), kde 7je doba splatnosti dluhopisu. Uvazujeme dluhopis, ktery ma
stejnou dobu splatnosti, jako je doba vyprseni opce. Pfedpoklddame, Ze bez-
rizikové irokova r mira je konstantni,? a navic cenu dluhopisu v dobé splat-
nosti 7= 0 normalizujeme na B(0) = 1. Cenu dluhopisu popisuje tedy na-
sledujici diferencidlni rovnice:

dgi” - dgt‘ D - _rdt BO) =1 (2)

kde r € R*5.

(4) Preference agentii a oéekdvdni — Predpokladdame pouze, ze podkladova
akcie i dluhopis jsou spravné ocenény. Arbitrazni pfistup, ktery B-S-model
vyuzivd, neklade téméf zadné pozadavky na preference subjektit (neni
nutné pozadovat ani averzi k riziku). Prakticky jedinym pozadavkem je,
aby preference byly nenasycené, tj. aby subjekty preferovaly ,vice pred
méné“. VSichni investofi se museji shodnout na parametru o a rozdéleni
prirastkd dW. Nemuseji se nutné shodovat na hodnoté «.”

Jadro Blackova-Scholesova modelu

Jak jsme jiz vy8e naznaéili, predpokldaddame, ze cena kupni opce C(S, 1) je
dostatedné hladkou funkei ceny podkladové akcie S a doby do vyprseni +.
Na funkci C(.) aplikujeme Itoovo lemma:

dC = CydS + C.dr + % Cos(dS)?

[5

kde dolni indexy opét oznacuji parcialni derivace. Po dosazeni za dS z (1)
dostaneme:

dC = BCdt + yCdW (3)
kde jsme oznadili:
1 ) R
B=|aSCs-Civ 3 #52Cy| & 4= s )
Uzili jsme také rovnost dr = — dt, ktera vyplyne po zderivovani vztahu

7=T -t podle ¢.

® Tento pfedpoklad neni samoziejmé piili§ redlny, ale opce jsou vétsinou kratkodobé instrumenty
s vyprienim zhruba do tfi mésict a béhem takto kratkého obdobi se bezrizikovd drokova mira
skutetné piilis nemeni. Navic B-S-mode] 1ze pomérné snadno zobecnit a cenu dluhopisu vyjad-
Fit jako geometricky Browntiv pohyb tak, jak to popisuje Merton (1973). Pro nase potfeby to viak
nebude nutné.

% Resenim rovnice (2) je samoziejmé B(7) = exp [-r7|.

7 Merton (1973, s. 164) poznamenava, ze tento piedpoklad neni p#ilis restriktivni. Investofi se
nemuseji shodovat na oéekavaném vynosu, ale pouze na varianci %, kterou analytici poéitaji vét-
$inou stejnym zpisobem ze shodnych minulych dat. Na to lze namitnout, ze k vypoétu odhadu
variance musime znat i stredni hodnotu «. Lize viak ukazat, Ze i pomérné velké rozdily v odhadu
« davaji odhady o2, které se 1isi velmi malo.
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Nyni vytvofime bezrizikové portfolio z opce, akcie a obligace tak, aby cel-
kova investovana é&istka byla nulova.? Oznaé¢me W, poéet dolari investo-
vanych do akcie, W, podet dolari investovanych do opce a W3 pocet dolaru
investovanych do dluhopisi. Protoze nebudeme potfebovat Zadné penize
jako poéateéni investici, plati W,+W+W, = 0, tj.:

W;g = - (W1+W2) (5)

Celkovy vynos z portfolia, ktery ozna¢ime Y, se rovna vdZenému pruméru
vynosu jeho slozek. Po dosazeni z (1), (2), (3) a (5) mame:

dy = W, %+W2%+ W3%= (Wa—r)+ W, (B=r)|dt + [W,o + WyyldW

Predpokldadejme, Ze 1ze eliminovat Sum dW, éimz bychom dosdhli bezri-
zikového vynosu. Abychom vylou¢ili arbitraz, musi mit portfolio Y (protoze
vyzadovalo nulovou investici) nulovy vynos. Dostaneme tedy nasledujici
nutné podminky:

(a—rW,"+(B-rnW, =0 (6)
oW, +yW, =0 (7)

kde W;" a W," jsou konkrétni mnozstvi akeii a opci v bezrizikovém portfo-
lin. Tato soustava ma netrividlni feSeni pouze tehdy, kdyz:

Bor - ¥  pnebo B=r - a-r (8)

a-r a Y o

Tato rovnost fika, Zze cena rizika, podil rizikové prémie a mnozZstvi rizika
jsou pro obé aktiva (akcii i opci) stejné.? Vztah (8) pfepiseme jako 8- r =
= y(a ~ r)/o, coz po dosazeni ze (6) a (7) implikuje néasledujici rovnici:

% 0282Cq + rSCs — C, - rC = 0 9)

Toto je linearni parcidlni diferencialni rovnice 2. ¥adu parabolického typu
s okrajovymi podminkami:

Co,n=0 (10)

C(S,0) =max |0, S - K] (11)r°

® To znamena, Ze napiiklad prodame akcii na kratko a éastku, kterou za ni dostaneme, budeme
investovat do opce a dluhopisu.

9 Tento je zavér velice podobny modelu CAPM, ktery shrnuje nasledujici rovnice:

ro=r+ Bilry -r) (#)
kde r; je vynos i-tého aktiva, r bezrizikova urokova sazba, ry vynos trzniho portfolia a
B = o/ ows? podil kovariance i-tého aktiva a trhu oy, a rozptylu trhu oy,2. Vztah (#) lze snadno
upravit na:

(r, = r)a, = pay try rfoy (##)
kde p; je korelace i-tého aktiva a trhu. B-S-model povazuje za i-té aktivum opci a za trh akecii.
Béhem kratkého ¢asového intervalu je navic p,y = 1. Za téchto podminek je vztah (##) stejny jako
rovnice (8).

' Navic bychom jeste meli pfidat podminku, ze funkce C ¢ ) je omezena.
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Rovnost (10) vyjadifuje, Ze pokud je bezcennd akcie, nemiZe mit cenu ani
opce, (11) fik4, ze v dobé vyprseni ,,vyplaci“ opce kladnou ¢ast rozdilu ceny
akcie a uplattiovaci ceny. Parcidlni diferencidlni rovnice jsou obecné analy-
ticky velice obtiZzné Fesitelné; vétiinou je musime fesit pomoci p¥ibliznych
numerickych metod. Rovnice (9) je nastésti vyjimkou. Tuto rovnici 1ze po-
moci substituce pfevést na rovnici vedeni tepla: Fy.(k,1)=F(k,l), kterou lze
fesit pomoci standardnich metod." Re$enim této rovnice je slavny Blackav-
Scholesiv vzorec:

d
CS,r, 7, K) = S Ndy) —K-e""Nidy) Nid) = — [ expl-x¥/2)dx  (122)
N AT T
d, = WS+ e+ 72 4 IS/K) +(r=0) 172 (1o
Mo ats vatT

kde N(d) je kvantil standardniho normalniho rozdéleni.

Jednim z kouzel B-S-modelu je jeho pomérné snadna tesitelnost. Jak jsme
jiZz vy8e zminili, je to velice tidky ptipad, kdy miiZeme feSeni parcidlni di-
ferencidlni rovnice zapsat v uzaviené formé, tj. pomoci elementarnich
funkci, bez pouziti numerickych metod. Toho jsme dosdhli diky tomu, Ze
jsme pozadovali, aby se hodnoty akcie ¥idily geometrickym Brownovym po-
hybem, tedy velice jednoduchym procesem. Pokud bychom ptedpokladali
realisti¢téjsi procesy, jak uvadi napt. (Vasicek, 1977) nebo (Cox — Ingersoll
— Ross, 1985), Blackova-Scholesova-Mertonova rovnice (16) by se uz tak
snadno explicitné vyfesit nedala.

Jak ¥ika Merton (1976, s. 135), sila a krasa B-S-modelu pramenti z toho,
Ze nemusime zndt o¢ekdvany vynos akcie ani opce, abychom mohli spoditat
hodnotu opce. Cenu opce 1ze tedy spoéitat pomoci pomérné snadno méfi-
telnych veli¢in. Tato pfednost je dusledkem arbitrazniho odvozeni B-S-mo-
delu bez explicitniho zahrnuti preferenci agenti. Subjekty se totiz zabyvaji
pouze zménou relativnich cen jednotlivych aktiv, nikoli jejich oéekdvanymi
VYynosy.

Hlavnim rysem B-S-modelu je fakt, Ze 1ze opci dokonale replikovat po-
moci zbylych dvou aktiv — akcie a dluhopisu. To vsak stoji a pada s pred-
pokladem neexistence transakénich nakladd. Pokud by totiz existovaly, ne-
bylo by mozné bezplatné kontinualné pf¥izpiisobovat vahy jednotlivych aktiv
v zakladnim portfoliu Y. P¥i existenci transakénich nakladt tedy B-S-mo-
del vyzaduje pomérné znacéné upravy, které provedl napt. Leland (1985).

' Tyto metody zahrnuji feseni pomoci separace proménnych nebo Fourierovy transformace. Blize
(Bartak a kol., 1988).

2 Striktné vzato, tento vzorec plati pouze pro evropské kupni opce, lze vak ukdzat (Merton,
1973), ze pokud podkladova akcie nevyplaci dividendy, je cena americké kupni opce stejna jako
cena evropské kupni opce se stejnymi parametry. Navic existuje put/call parita — parita pro-
dej/koupé — pro evropské opce, ktera #ika:

P(S, n=C(S, 1-85+ Kexpl-r7)

kde P (.) je cena evropské prodejni opce. Dosazenim tohoto vztahu do (19 a, b) a uzitim symetrie
normélniho rozdéleni dostaneme vzorec pro cenu prodejni opce:

P(S, nn=KI[1 . expirnlNid, ~SNd,)
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Néktera zobecnéni

B&hem 25 let existence B-S-modelu byl samoziejmé tento model raznymi
autory znaéné rozsifen. Né&kolik uprav, které dovoluji uvolnit nékteré re-
striktivni pfedpoklady, jsme jiz vy$e zminili. V tomto oddile uvedeme jesté

néktera daldi zobecnéni.

Existuje nékolik zpiisobti, jak ptvodni B-S-model rozsitit. Jednak se 1ze
zamétit na predpoklad dokonalého, efektivniho trhu — v tomto sméru se vy-
dal tfeba Leland (1985), ktery upravil argument vyuzivajici dokonalé za-
jisténi (dynamicky hedging). V pfitomnosti transakénich nakladd nelze opci
dokonale replikovat pomoci akcie a dluhopisu. Abychom minimalizovali tyto
nédklady, upravujeme portfolio pouze v diskrétnich €asovych intervalech,
a proto neni samoziejmé uplné bezrizikové.

Dalsi moZnosti je zobecnit stochasticky proces popisujici cenu akcie ¢i za-
vést jesté dalsi stochasticky proces, ktery zachycuje cenu obligace.!® P¥i po-
pisu ceny akcie lze jednak zvolit jiné (sloZit&jdi) parametry alz, ) a b(z, t)
Itoova procesu, jednak zavést jesté tzv. skokovy proces, jenZz popisuje ne-
spojité (diskrétni) zmény v cené akcie. Ty samozfejmé mohou byt reakei
trhu na neodekdvanou mimo¥adné dobrou ¢&i $patnou zprdavu o dané firmé.
Toto zobecnéni provedl Merton (1976).

Naopak velice mirnych pfedpokladi na preference vyuZili J. Cox a S. Ross
(1976) k alternativnimu ekonomickému odvozeni B-S-vzorce. Z elementarni
teorie financi je zndmo, Ze cenu aktiva lze vyjad¥it jako oéekdvanou (st¥edni)
hodnotu diskontovanych budoucich vynost. Toto tvrzeni plati obecné,
a proto je ho moZné aplikovat i na (evropské) opce. Vime totiZ, Ze evropska
kupni opce vyplaci v dobé svého vyprieni hodnotu max [S(T) — K, 0]. Cena
této opce v ¢ase ¢ by tedy méla byt rovna C(S, r)=E[exp(—u7).max[S(T)-K, 0]],
kde u je vynos béZny pro aktiva se stejnou rizikovosti, jako ma opce (oce-
kdvany vynos opce). Jak jsme jiZz ale v pfedpokladu (4) zminili, arbitrazni
ocefiovani nebere v ivahu rizikové preference. B-S-model byl odvozen bez
jakychkoli predpokladi na uzitkové funkce investoru; piedpokladalo se
pouze, Ze subjekty nejsou ,nasyceny”. Nikde jsme nepotiebovali konkdvnost
uzitkové funkce, tedy ani averzi k riziku. Jak pisi Cox a Ross (1976, s. 153):
»Hodnota opce [...] nezavisi pfimo na struktuie preferenci investort. Pre-
ference investort {...] vstupuji do oceflovaciho problému pouze tak, ze ur-
éuji rovnovazné hodnoty parametrid. Kazdé preference, které uréuji stejné
hodnoty relevantnich parametri, budou také ocetiovat shodné opci bez
ohledu na ostatni vlastnosti téchto preferenci. V Blackové-Scholesové pii-
padé rovnice (I11.29) nezavisi na ofekdvaném vynosu akcie u a jediné rele-
vantni parametry ocefiovaciho problému jsou r a .“

Aby neexistovala arbitraZ, musi cena opce nutné spinovat B-S-vzorec.
Cena opce se musi rovnat B-S-cené v jakémkoli modelu se spojitym obcho-
dovanim a Itoovym procesem modelujicim cenu akcie. B-S-cena opce se tedy
musi rovnat rovnovazné cené opce i v pfipadé, Ze viichni investofi jsou ri-
zikové neutralni a maji linearni uzitkové funkce. Tyto preference jsou sa-
moziejmé konzistentni s hodnotami » a o.

V piipadé rizikové neutralnich preferenci maji vSechny cenné papiry bez-

13 Bezrizikova urokova mira se pak samoziejmé pohybuje nahodné. Toto zobecnéni provedl Mer-
ton (1973).
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rizikovy vynos, jinak by nutné existovala moznost arbitraze. Pro akeii S l1ze
tedy psat:

E (S(D)/SW) It = e (13)

kde E { . | I(¢)} je stfedni hodnota podminéna informaci v ¢ase t. Pro evrop-
skou kupni opci tedy miazeme nahradit o¢ekdavany vynos bezrizikovou uro-
kovou mirou r a psat:

CS,t)=e" T E imax [S(T)-K, 0] It)} =" "' [max [S(T) - K, 01 dFIS(TH | I(¢))
(14)

kde jsme vyuzili definice stfedni hodnoty a FLS(T)11(¢)] je distribuéni funkce
budouci ceny akcie S(T), pokud zname informace ¢éasu ¢.'* Z rovnice (14)
tedy plyne, Ze pokud zndme distribuéni funkci ceny akcie, miZeme uréit
cenu opce. Problém spravného ocenéni opci se tedy vlastné redukuje na za-
dani stochastického procesu, kterym se #idi cena podkladové akcie, a vypo-
éteni stfedni hodnoty.

Na zavér tohoto oddilu je jesté vhodné kratce se zminit o nékterych apli-
kacich B-S-modelu na finanéni a realna aktiva, kterda nemaji na prvni po-
hled s opcemi mnoho spoleéného.

Jak ukazuje Black (1995), lze se na nominalni drokové miry divat jako
na americkou kupni opci. Pokud totiz klesne nominalni drokovd mira na
zaporné hodnoty, ztrati subjekty zajem investovat do dluhopisi a budou ra-
déji drzet hotovost, ktera ma nulovou nomindlni drokovou miru.

Velice dalezité pouziti B-S-modelu ukazuje Merton (1974), ktery aplikuje
B-S-model na oceniovani rizikovych dluhopist s nulovym kuponem. Uva-
Zujme firmu, ktera ma hodnotu V(¢), jez se rovna souétu hodnoty akcii AV,?)
a rizikovych obligaci (dluhu) F(V¢) s nominalni hodnotou D emitovanych
firmou.

Vity=AV, t) + F(V, t) (15)

Hodnota obligaci v dobé splatnosti je:
F(V,t) =min |D, V(1] (16)
Pokud je hodnota firmy niz$i nez nominaini hodnota obligaci, firma prak-
ticky prechazi do vlastnictvi drzitell obligaci, ktefi viak samoziejmé ne-

dostanou celou éastku D, ale jen V(T). Vztah (16) lze upravit ndsledujicim
zptisobem:

F(V,T)=D —max |D -V (T), 0} (17)

Druhy vyraz na pravé strané je hodnota prodejni opce s uplatnovaci ce-
nou D. Hodnota rizikovych obligaci je tedy rovna:

FV,ty=De " "~ P |V(t), T —t; D] (18)

kde P[V(t), T-t,D] je hodnota evropské prodejni opce s uplatfiovaci cenou D.

1* Je tfeba dat pozor na to, Ze pomoci vzorce (14) odvodime spravnou cenu opce, ale v 2adném
piipadé z néj neplyne, Ze ma opce ve skuteénosti hezrizikovy vynos.
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Alternativné plati:

F(V,T)=V(T) - max [V(T) - D, 0]
AV, T)=max [0, VIT) - D|
AV, )= CIVit), T —¢; D| (19)

Akcii zadluzené firmy lze tedy chdpat jako kupni opci. Jeji majitel ma
volbu: bud dluhopisy splatit a firmu viastnit d4l, nebo dluhopisy nesplatit
a firma prejde do vlastnictvi drzitelti dluhopist.

Dixit a Pindyck (1994) ukazuji, Zze B-S-model lze vyuzit k oceniovani tzv.
realnych opci, realnych investi¢nich projekti. Klasicka teorie investic #ika,
ze firmy investuji do daného investi¢niho projektu (nap¥. nového vyrobniho
zavodu), pokud je jeho ¢istd souéasna hodnota (NPV) kladna. Tento pFristup
véak piedpoklada, Ze investiéni rozhodnuti je vratné, ze tedy firmy mohou
za neotekavané nept¥iznivych podminek projekt zastavit a hlavné z néj do-
stat zpét investované penize. Tak tomu ale v realité vétsinou neni. Inves-
tiéni rozhodnuti jsou do znaéné miry nevratnd (firmy ¢éeli znaénym zapus-
ténym ndkladim); ale navic zde existuje moznost odlozit dané rozhodnuti.
Firma si tedy miiZze vybrat: bud investovat hned, nebo vyékat uré¢itou dobu,
jak se bude ekonomické prostiedi vyvijet, a rozhodnout o pfipadné inves-
tici az za néjaky ¢as. Firma m4 americkou opci: maze ji uplatnit hned (tj.
investovat) nebo vy¢kat a pak se rozhodnout. Pravé hodnotu této opce je
nutné vzit do divahy pii investi¢nim rozhodovani. Hlavnim zavérem této te-
orie je, Ze pro to, aby firmy investovaly, bude muset byt NPV vyrazné kladna,
a aby zru$ily dany projekt, bude muset byt vyrazné zdporna. Tato teorie
tedy pfedpovida vice setrvaénosti (hystereze) v investiénim rozhodovani nez
klasicka NPV teorie investic.

Empiricky test Blackova-Scholesova modelu'®?

V tomto oddile se pokusime na nékterych vhodnych aktivech ovérit, zda
se hodnota opci na né vypsanych ridi B-S-vzorcem. Jak uvidime, je tfeba
byt velice opatrny p¥i vybéru podkladovych akcii ¢ indexid, protoZze ne
véechna aktiva splnuji predpoklady zakladniho modelu a uspokojivé vy-
sledky je moZné oéekavat jen za uréitych vySe uvedenych podminek.

K vypoétu teoretické B-S-ceny opce je tieba zjistit pét veli¢in: souéasnou
cenu podkladového aktiva S, uplatiiovaci cenu opce K, dobu vyprseni 7, bez-
rizikovou urokovou miru r a rozptyl vynosu podkladového aktiva o2. Prvni
dvé veli¢iny jsou dané a neni nutné je néjak ddle komentovat.

V naSem testu budeme uvazovat opce obchodované na nejvétsi americké
opéni burze Chicago Board Options Exchange. Splatnost téchto opei konéi
vzdy v sobotu, ktera nasleduje tésné po tFetim patku v kazdém mésici. Vy-
prseni opce poéitame jako podil poétu dni do doby vyprSeni a poétu dnt
v udetnim roce (360), tj.: 7= n/360, kde n je pocet dnti do doby vypréeni.

Co se tyka bezrizikové urokové miry, uzijeme vynos americkych poklad-
ni¢nich poukdzek (treasury bills), jejichZ doba splatnosti je zhruba stejna
jako doba vyprseni uvazované opce. Predpoklddali jsme konstantni bezri-

5 Velmi dobry navod, jak testovat B-S-model, obsahuje (Cox - Rubinstein. 1985, kap. 6).
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zikovou urokovou miru (jako F. Black a M. Scholes ve svém ptvodnim
¢lanku). Tu jsme spoéitali jako aritmeticky pramér sazby poptavky a na-
bidky na treasury bills.!¢ K vypoétu B-S-ceny opce jsme pouzili modifikaci
B-S-modelu pro diskrétni iroéeni. Postupovali jsme podle vzorce:

CS =S -Nd)-K-r Nd-a.1 d-= M + %— oyr (20)

ONT

kde C je cena opce, S souéasnd cena podkladového aktiva, r bezrizikova uro-
kova mira, T doba do vyprseni opce, K uplatiovaci cena opce, o2 rozptyl vy-
nosu podkladového aktiva a N(.) distribuéni funkce standardniho normal-
niho rozdéleni. Alternativné je mozné poéitat cenu opce podle klasického
vzorce se spojitym droéenim.!? Tento zpusob ddva ale téméf shodné vysledky
jako nami uzity postup (rozdily v cené opci jsou mensi nez 5 %).
Nejvétsim problémem pfi nadem testu je odhad rozptylu vynosu podkla-
dového aktiva o?. Postupovali jsme nasledovné (podobné jako Cox a Ru-
binstein (1985)). Shromazdili jsme jednotliva pozorovani cen podkladovych

aktiv: S,, S, ..., S a pak jsme provedli transformaci:
A S, .
S, =1In S In S, - InS,; = AlnS,, t=23,..T (21)
¢ 1

@) vehcmeS predpoklada B-S-model, ze je normalné rozdélena se st¥edni
hodnotou u (kterou my nebudeme pro nase uéely odhadovat) a rozptylem
3, ktery se snazime zjistit. Pokud mame dostateéné mnoho pozorovani (vice
nez 50), je tento predpoklad mozné ovérit napriklad y?-testem dobré shody
¢i Kolmogorovovym-Smirnovovym testem. Z posloupnosti transformova-
nych pozorovani § se pak snazime vypoéitat odhad rozptylu vynosu var S

podle znamého vztahu:

var(§)= o 38, - 2] (22)

~
o
E
®
"
~
N
™
“
)
>

Toto je odhad rozptylu za obdobi, mezi kterymi byla zaznamenavana jed-
notliva pozorovani. To znamena4, Ze pokud mame denni pozorovani ceny dané

akcie, bude var (S) odhad denniho rozptylu vynosu této akcie. Poslednim
krokem bude ptevedeni tohoto rozptylu na roéni bazi. Z definice Wienerova
procesu plyne, Ze jeho rozptyl na intervalu [s, ¢] jeAdén jako o*(t-s). Pokud
tedy mame denni pozorovdni, musime odhad var (S) vyndsobit poétem dni
v roce. Tak dostaneme odhad rozptylu ¢? ze vzorce (20). UkdZeme nyni tento
postup na praktickych prikladech.

Jako piiklad jsme zvolili index Dow Jones Industrial Average (DJIA),
ktery méf#i celkovy pohyb cen akeii na New York Stock Exchange. Na jeho
hodnotu — na rozdil od akcii — maji dividendy zanedbatelny vliv. Zazname-
nali jsme denni pozorovani za obdobi 2.ledna — 6.dubna 1998 (celkem 62 po-
zorovani).

Po transformaci dat pomoci vzorece (22) jsme provedli y*-test dobré shody

' Veskera data v této kapitole jsou prevzata z The Wall Street Journal Europe.

'" Pak je ovsem nutné upravit sazbu T-bills z novin na ekvivalentni sazbu pfi spojitém uroéeni.
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GRAF 1 Index Dow Jones Industrial Average
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a Kolmogorovoviv-Smirnovovily test. Ani jeden z testl nezamitl na 5% hla-
diné vyznamnosti hypotézu normality rozdéleni vynosu indexu DJIA. Od-
hadli jsme denni rozptyl vynosu DJIA:

var (S) = 8.07805.10

A

Rozptyl vynosu na roéni bazi je tedy o? = 365. var (S) = 0,029485.Vypo-
éet rozptylu podkladového aktiva je nejobtiznéjsi ¢asti celé oceniovaci pro-
cedury. Snazili jsme se jesté odhadnout rozptyl vynosi DJIA z riznych pod-
soubori. Vybrali jsme 3 dalsi podsoubory, které by pii platnosti
lognormaélniho rozdéleni DJIA teoreticky mély ddvat stejné odhady vynosu
tohoto indexu. Soubor I je 24 pozorovani za kazdé pondéli a ¢tvrtek (tj. dva-
krat tydné) od 2.1. do 6. 4. 1998. Soubor II je prvni polovina pozorovani ze
zdakladniho souboru, tj. denni pozorovani od 2. 1. do 18. 2. 1998. Soubor III
je druha polovina pozorovani ze zdkladniho souboru, tj. denni pozorovani
od 19. 2. do 6. 4. 1998. Rozptyly jsme odhadli pomoci vzorce (29) a prevedli

A

na ro¢ni bazi (soubor var (S) ze souboru I byl samoziejmé pFendsoben
jinym é&islem (3,5 - 52 = 182) nez zbylé dva soubory (365)) — viz tabulka 1.

TABULKA 1 Odhady rozptylt vynosu DJIA

odhad roéniho rozptyiu

soubor | 0,040942902
soubor It 0,041641041
soubor il 0,017414858
zakladni soubor 0,029485294

Jak je vidét, odhady jednotlivych rozptyla se znaéné lisi; to mize byt zpa-
sobeno nékolika okolnostmi. Jednak nemusime mit dostateény poéet pozo-
rovani a vy$e uvedené rozdily jsou zplisobeny nereprezentativnosti nagich
vzorki. Déle je mozné, Ze pohyb indexu neni spojity, tj. Ze nastavaji skoky,
o kterych jsme se zminili v oddile vénovaném empirickému testu B-S-mo-
delu. Je samoziejmé, ze geometricky Browniv pohyb je pouze velmi jedno-
duchou aproximaci realnych cen akcii. To, Ze rozptyl vynos akcii nevyjde
konstantni, se dalo oéekavat. Existuje nékolik mozZnosti, jak na§ model ak-
cii ,zrealnit“.!®* Mizeme modifikovat stochasticky proces popisujici cenu ak-

* Tyto moznosti podrobnéji popisuji Musiela a Rutkowski (1998, s. 150--159).
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TABULKA 2 Teoretické a empirické ceny opci na index DJIA 6.4. 1998

teoretické B-S-ceny skutec¢né ceny opci na DJIA (CBOE)
uplatrio- vyprdeni opce uplatfo- vyprSeni opce
vaci cena| duben | kvéten | &erven zafi  ]vaci cena| duben kvéten | Cerven zafi
8200 850,67 | 888,89 | 930,15 | 1086,52] 8200
8400 652,35 | 794,77 | 753,84 | 927,93 | 8400 6375 750 837,5

8500 554.8 615,17 | 670,78 | 853,06| 8500
8600 459,84 | 531,38 | 591,88 | 7814 8600 4875 600
8700 369,38 | 452,81 | 517,65 713,14 | 8700 375

8800 28587 | 380,26 | 448,55 | 6484 8800 300 412,5 525 762,5
9000 149,56 | 255,77 | 327,07 | 529,93| 9000 150 287,5 425

9100 100,03 | 204,55 | 275,07 | 4763 9100 875 243,5

9200 63,12 | 160,72 | 228,92 | 426,43] 9200 43,75 175 3125

9300 37,45 | 12402 | 188,49 | 380,29| 9300 18,75 137,5
9400 20,84 93,94 | 153,563 | 3378 9400 125 112,5
9500 10,86 69,83 | 123,69 | 298,88| 9500 6,25 75

9600 5,29 50,93 98,55 | 263,41 | 9600 325

cie. Alternativné muzeme samotny rozptyl popsat néjakou stochastickou di-
ferencidlni rovnici. Zajimavou moZnosti je postupovat metodou tzv. impli-
kované volatility (implied volatility). Ta navrhuje pouzit B-S-vzorec k vy-
poétu rozptylu. To je numericky mozné, protoze zname v8echny potfebné
veli¢iny véetné ceny opce. Takto bychom dostali fadu odhadi varianci, je-
jichZ vazenym pramérem by skuteény rozptyl mohl byt.

Vsechny vyse zminéné metody jsou vSak pomérné slozité a ¢asové na-
ro¢né, a tak jsme zistali u pavodniho predpokladu geometrického Brow-
nova pohybu ceny akcie. Za rozptyl budeme dosazovat hodnotu ze zaklad-
niho souboruy, tj. 0,029485.2°

Po dosazeni potirebnych uddaju do vzorce (20) jsme dostali vysledky za-
chycené v tabulce 2 — ta ukazuje teoretické ceny kupnich opei na index DJIA
6. dubna 1998.

Jak je vidét, nékteré vysledky jsou pomérné uspokojivé, jiné méné. Spo-
lehlivost B-S-modelu klesa pro opce s del&i dobou vypr$eni a pro opce, které
jsou ,deep in the money“ nebo ,deep out of the money*, tj. ty, jejichz uplat-
novaci cena se vyznamné odlisuje od souc¢asné hodnoty podkladového ak-
tiva (uzaviraci hodnota DJIA 6. dubna 1998 byla 9033,23 bod). Opce s delsi
dobou vyprseni jsou podcenéné (nékteré velmi vyrazné). ProtoZe cena opce
je rostouci funkei rozptylu, naznacovalo by to, Ze odhad rozptylu je pod-
hodnoceny.

Uréitym vysvétlenim by mohlo byt i nezahrnuti skokového pohybu indexu
do modelu. Jak ukazuje Merton (1976, s. 141-2), pokud zahrnuje skuteény
pohyb podkladového aktiva skokovou slozku, pak B-S-cena opce odvozena
podle pavodniho vzorce (neuvazujiciho se skokovou slozkou) bude vykazo-
vat nasledujici odchylky: Deep-in-the-money, deep-out-of-the-money opce
a opce s kratsi dobou vyprseni se prodavaji ve skuteénosti za vy$si cenu,

'* Hodnota indexu DJIA 6.4. 1998 byla 9033,23 bodu. Bezrizikove iirokové miry jsou: duben:
5,43 %, kvéten 4,98 %, ¢erven 4,95 % éervenec 4,95 % a zairi 5,04 .

2 Dixit a Pindyck (1994) odhaduji roéni rozptyl indexu DJIA na zhruba 0,04.
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TABULKA 3 Vysledky regresniho modeiu

Regression Analysis — Linear model: Y = a + bX

Dependent variable: REGRESE. EMPR Independent variable: REGRESE. TEOR
Standard T Prob.

Parameter Estimate Error Value Level
Intercept 6,68128 9,27043 0,720708 0,48088
Slope 1,00441 0,0277904 36,1423 0,00000
Analysis of Variance

Source Sum of Squares Df  Mean Square F-Ratio Prob. Level
Model 927631,59 1 927631,59 1306,3 0,00000
Residual 12072,359 17 710,139

Correlation Coefficient = 0,993556 R-squared = 98,72 percent

Stnd. Error of Est. = 26,6484 MAE = 19,869205

R-squared (Adj. for d.f.) = 0,986397 Durbin-Watson statistic = 1,6653

TABULKA 4 95% intervaly spolehlivosti

95 percent confidence intervals for coefficient estimates

Estimate Standard Error Lower Limit Upper Limit
CONSTANT 6,68128 9,27043 -12,8824 26,2450
REGR2.TEOR 1,00441 0,02779 0,94576 1,06306

nez je B-S-cena, a naopak opce, jejichz uplatiovaci cena je blizko ceny pod-
kladového aktiva na trhu, a opce s delsi dobou vyprieni se prodavaji za nizsi
cenu, nez je jejich B-S-cena. Tento jev vSak z tabulky 2 jednoznaéné vypo-
zorovat nelze.

Vhodné by bylo se je$té zminit alespon o tom, jak néjakym zpisobem for-
malné porovnat riznost ¢ stejnost skuteénych a teoretickych cen. Ozna¢me
C.... teoretickou cenu podle B-S-vzorce a C,,,,,;» skute¢nou cenu opce na burze.
Pouzijme nasledujici test, zaloZeny vlastné na ¢-testech z klasické regrese.
Teoretickou cenu mazeme chapat jako néjakou idealni hodnotu, kolem které
se skute¢né pozorované ceny pohybuji. Budeme uvazovat nasledujici re-
gresni rovnici:

C(’m/ur = th)r + & (23)

kde & je normadlné rozdéleny bily Sum, Eg = 0, var & = & = konst a cov (g,
£,) = 0 pro i #j. Pokud tedy zname dostateéné mnozstvi teoretickych a em-
pirickych cen, miZeme spoditat regresi:

Cé’mpir = B() + B]Ctvur + & (24)

a testovat pomoci ¢-testd, zda se koeficienty B, a 3, vyznamné lisi od 0,
resp. 1.

Je tireba zdlraznit, ze z nékolika diivodi ma tato regrese pouze ilustra-
tivni charakter. Problémem vsak je, které opce je je§té mozné povazovat za
dostateéné podobné a zahrnout je do regrese. Poéitali jsme s opcemi z ta-
bulky 2 s vyprsenim v dubnu a kvétnu, coz je celkem 19 pozorovani. Vysle-
dek regrese je shrnut v tabulce 3 a 4.
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GRAF 2 Rezidua z regresniho modelu
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Jak je vidét, vysledky regrese jsou pfriznivé. Oba odhadnuté koeficienty
jsou blizko hodnotdm p¥edpovidanym B-S-modelem. I vysledek Durbinova-
-Watsonova testu je v zasadé v poradku. Uréitym problémem by mohla byt
heteroskedasticita rezidui, ktera je patrnd z grafu 2. Navic je v8ak nutné
upozornit, Ze pokud bychom pt¥idali i ostatni opce s delsi splatnosti, vysle-
dek by byl asi o néco hor§i. Uspokojivy vysledek nasi regrese je tedy zpt-
soben ,,vhodnym* vybérem pozorovani. Pravé provedena regrese je poné-
kud ,hrubym meéritkem®, pozorovani z tabulky 2, se kterymi bychom asi
na prvni pohled nebyli spokojeni, se v regresnim modelu jevi jako pomérné
spravna.

Na tomto misté je tfeba pfipomenout nékolik fakta. Pri testovani
B-S-modelu je t¥eba d4t pozor na vhodny vybér podkladové akcie. Pivodni
B-S-model totiz predpoklada, Ze akcie nevyplaci dividendy. Navic na NYSE
dochazi pomérné ¢asto k tzv. stock splits (5tépeni akcii), kdy dana firma
z riznych davodu (zvyseni likvidity, optimalizace dani) rozhodne, Ze vy-
méni viem akcionafim jednu akcii za vétsi poéet stejnych akeii. Na efek-
tivnim trhu by nemél byt problém novou cenu po této transakci snadno
upravit, protoze tak by se méla zménit pouze nepfimo imérné s novym po-
étem akcii; v praxi to oviem tak snadné neni. Navic je otdzka, do jaké miry
geometricky Brownuv pohyb uspokojivé aproximuje pohyb podkladového
aktiva. Jak plyne z tabulky 1, neni vidy jednoduché rozhodnout, zda tomu
tak je. Autorovi i étenati je asi jasné, ze pro realisticky popis cen akcii by
bylo tieba zvolit néjaky slozitéjsi stochasticky proces. K tomu bychom ale
potfebovali mnohem vétsi podet pozorovani, neZz se nam podatilo shro-
mazdit.

Hlavnim cilem tohoto oddilu bylo ukazat, Ze uréeni ceny opce, které se na
prvni pohled jevi jako velice jednoduch4 zalezitost, ma sva éetna uskali.
Neni mozné pouze automaticky dosadit hodnoty do pomérné jednoduchého
vzorce a oéekdvat, Ze dostaneme vysledek, ktery se na haléf shoduje s ce-
nou, za kterou se opce obchoduje na burze. Ctenat si po pfeéteni predcho-
ziho textu miize myslet, Ze B-S-model je pouze dalsim z fady nefungujicich,
matematicky slozitych a v praxi nepouzitelnych modeld. Autor je ndazoru
praveé opa¢ného. Nechce samoziejmé tvrdit, Ze by tento model byl dokonaly
a bezchybny, je tfeba si viak uvédomit, ze p¥i predchozim testu nam nej-
vétsi potize délal odhad rozptylu akcie. Ten je ale samostatnym problémem
finanéni ekonomie, zcela oddélenym od B-S-modelu. Lze se tedy domnivat,
ze pokud bychom dokézali odhadnout spravny rozptyl, nebyl by problém
presnéji uréit interval spolehlivosti pro cenu dané opce.
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Shrnuti a zavér

Blackuv-Scholestiv model predstavuje patrné nejznaméjsi aplikaci sto-
chastického poétu v teorii financi. Tato prace se snaZila nastinit zdkladni
principy tohoto matematického ndastroje a naznacit dalezitost arbitrazniho
pFistupu k ocetiovani aktiv. Uvedli jsme pomérné podrobné odvozeni parci-
dlni diferencialni rovnice, kterou musi spravné ocenénd opce splinovat. Uka-
zali jsme, Ze B-S-model m4 velice §irocké uplatnéni i mimo ramec finanénich
derivati. Navie lze tento model pomérné snadno upravit a zeslabit ptivodni
— v uréitém ohledu velice striktni — pfedpoklady. Posledni ¢ast této prace
obsahuje prakticky navod, jak ocenovat finanéni opce, i navrhy realistic-
t&jSich modelt cen podkladového aktiva, které by mohly nase vysledky jesté
znaéné zlepsit.

Mizeme jen doufat, ze finanéni derivaty budou co nejdiive zavedeny i na
naSem trhu, kde pak bude moZné podrobnéji ovérit i Blacktv-Scholestiv mo-
del.

Dodatek: Stochasticky pocet

Stochasticky polet se pouziva ve finanéni teorii k popisu nejistoty. V naSem pfti-
padé subjekty nemohou s jistotou uréit budouci cenu akcie, znaji viak pravdépodob-
nostni rozdéleni budoucich hodnot této ceny. Pivodni B-S-model konkrétné piedpo-
klad4, ze ceny akcii maji exponencialni trend, tj. vynosy akcii jsou v priiméru
konstantni. ProtoZe viak existuje nejistota, nesleduji hladkou exponencidlni kiivku,
ale ur¢itym ndhodnym zptsobem kolem ni osciluji — je v nich pfitomna ndhodnd (ne-
systematickd) slozka. K modelovdni této nahodné slozky je vhodny uréity stochas-
ticky proces, tzv. Wienertiv proces.

(Standardni) Wienertv proces {W({), ¢ = 0) je stochasticky proces?! spliujici nd-
sledujici t#i vlastnosti:

1. Trajektorie Wienerova procesu je spojita, tj. béhem kratkého ¢asového okamziku
se ,,prilis“ neméni.

2. Pfirdstky Wienerova procesu jsou normalné rozdélené s nulovou stfedni hodnotou
a rozptylem, ktery roste pfimo imérné s délkou ¢asové zmény, tj.:

W )-Wity) ~ N (0, t—t,) prot, = I,
3. Piirtstky Wienerova procesu jsou nezavislé, tj.:
EIW(t,)) — Wit)]IWlts)-W(t,)l = 0 pro(, < £ s t, =ty
kde E[.] oznaduje stiedni hodnotu.

Dale pro jednoduchost piredpokladame, ze Wieneruv proces zadina v nule, tj.
W(0) = 0. Z pFedchozi definice nemusi byt zcela jasné, jak vlastné Wieneriv proces
vypada. Jeho typickou trajektorii ukazuje graf 3.

Jak vidime, prestoZe je tento proces spojity, ma velmi ,divokou“ trajektorii. Lze
ukazat, Ze tato trajektorie neni nikde hladka, tj. nema v Zadném bodé derivaci.

Intuitivné lze k Wienerovu procesu dospét z procesu ndhodné prochazky {v(¢), ¢=0,
1, 2, ...} v diskrétnim ¢ase, ktery vypad4d nasledovné:

21 Zhruba fedeno, stochasticky proces je proménna, ktera se méni v ¢ase ne zcela predvidatelné.
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GRAF 3 Trajektorie Wienerova procesu

r' L T T

vit+l) = v (£) + &,y v(0)=0 (D

kde & je bily Sum, tj. posloupnost nezavislych nahodnych veliéin #idicich se stan-
dardnim normélnim rozdélenim N(0O, 1). Tento proces zaéina v nule. Pokra¢ujeme
tak, ze ,vybereme“ ndhodné £, a dostaneme se do bodu v(1). Pfidame opét §um &,
a dostaneme se do v(2).22 Uvazujme nasledujici zobecnéni rovnice (I):

vlt + At) =0 () + &, VAL v(0)=0 (I

Pokud nyni nechame Az » 0, 1ze ukazat za pouziti centralni limitni véty, Ze proces
v(t) bude mit asymptoticky normalni rozdéleni s parametry zminénymi v bodé 2 de-
finice Wienerova procesu a navic jeho trajektorie budou spojité. Vhodné zvoleny pro-
ces nahodné prochazky tedy konverguje k Wienerovu procesu (Cox — Miller, 1965).23: 24

Jiz z grafu 3 je patrné, ze Wienertav proces nelze povazovat za dostateéné dobry
popis cen akeii. Ty totiZ maji exponencidlni trend a ani rozptyl jejich pfirtistkd neni
konstantni. Proto se v aplikacich pouzivaji rizné modifikace standardniho Wiene-
rova procesu. Pomérné dobrym modelem, ktery si vybrali i F. Black a M. Scholes, je
tzv. geometricky Brownuv pohyb, zavedeny pivodné P. Samuelsonem. Oznaéme S(¢)
cenu akcie v ¢ase . Pak vynos akcie v ¢ase ¢ je definovan jako dinS(¢) = dS(t)/S(#),
kde dS(t) = S(¢+dt) — S(¢) a dt je ,velice mala“ (infinitezimalni) éasova zména.*® Geo-
metricky Brownav pohyb popisuje ndsledujici stochastickd diferencidini rovnice:

AWt + adWit) S(0) = S, (I1D)
S(¢8)

kde a, o € R", a dW(¢) je velice maly (infinitezimalni) pfirtistek Wienerova procesu.

«aS(t) nazveme koeficientem posunuti a o S(t) koeficientem difiize. Rovnici (III) nelze

psat v klasickém tvaru S()/S(¢) = « +oW'(¢), protoze derivace Wienerova procesu

podle ¢asu dW(t)/dt neexistuje (tdmér jisté).

Rovnici (IT1) 1ze interpretovat nasledovné. Predpoklddejme nejprve, ze o= 0. Pak
se (III) zjednodusi na:

22 Proces nahodné prochazky tedy vlastné zacind v kazdém bodé znova, nezdvisle na tom, jak se
do né&j dostal; miiZeme proto Fici, Ze spliuje Markovovu vilastnost (podobné jako samotny Wiene-
rav proces).

23 Viechny definice a tvrzeni, ktera zde uvadime, jsou znaéné zjednodusend. Napt. v definici
Wienerova procesu mluvime o spojitosti viude, i kdyz se jedna o spojitost témeF vsude/s prav-
dépodobnosti 1; v tomto odstavei jsme nezminili, o jaky druh konvergence nahodné prochazky
k Wienerovu procesu se jedna. Ctenaf muaze najit rigorézni odvozeni nasich tvrzeni v citované li-
teratuve.

24 Lze tedy pro At > 0 psat dv(é) = 4dt)V™ a de(Ofde)'™* - N (0, 1),

2 Ml¢cky zde predpokladame, ze akcie nevyplaci dividendy.
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GRAF 4 Trajektorie geometrického Brownova pohybu

DY [ —— e

dS(t)

= aS(1) Sy =8, (IV)
dt

coz je oby¢ejna diferencidlni rovnice, kterou lze snadno fesit:
S(t) = Spe

Tato rovnice popisuje trend cen akcii. Pokud o # 0, pak (III) obsahuje jesté nenu-
lovy vyraz oW(t), ktery zachycuje ndhodnou slozku v cendach akcii. Tato ndhodna
slozka vyjadfuje fakt, Ze ceny akcii nesleduji hladkou exponencialu, nybrz okolo ni
ndhodné fluktuuji. Typickou trajektorii geometrického Brownova pohybu ukazuje
graf 4.

Nyni by se mohlo zd4t, ze obecny piipad o € Ry m4d obdobné ieseni jako obyéejna
diferencidlni rovnice (IV), tj. S(¢) = Syexp |t + oWit)]. Tato domnénka oviem neni
spravnd. (Itoav) stochasticky pocet se totiz ¥idi trochu jinymi pravidly neZ klasicky
diferencialni pocet.

Pilitem stochastického diferencialniho poétu je Itoovo lemma, které je obdobou kla-
sického totalniho diferencidalu. Pro dostateéné hladkou funkci g(x, y) plati nasledu-
jici vztah (Taylorav rozvaj):

8lx, y) = glxy, yo) + &,(x0, yolx = x0) + g,(x9, Yoy — yo) + 21—, ‘gu(xn, Yollx — xp)? +
+ 28 (X0, Yolx — xo 0y — yo) + EoXo, Yolly — “V,.)‘“)‘ + R(x, y)

kde dolni indexy zna¢i parcialni derivace funkce g podle danych promé&nnych, tj. napi.
8o = dg%/ox dy a R(x, y) znaéi ,zbytek®, ktery se blizi ,rychle“ k nule.26 Pro x » x,
ay *yo dostaneme:

dg(x, y)=gdx, yldx +g.x, y)dy+ % Eolx, v)dx?+2g (x, yidxdy +g,,(x, y)dy?) |+ R(x, y)

Pokud v tomto vztahu zanedbame é&leny 2. ¥adu, dostaneme rovnost pro klasicky
totalni diferencial:

dglx, y) = glx, vidx + g, (x, y)dy

Az doposud jsme predpokladali, Ze x a y jsou deterministické proménné. My vsak
budeme niZe potfebovat pocitat i s funkcemi nahodnych veli¢in. Jejich totalni dife-
rencial v8ak je, jak uz jsme naznaéili, ponékud odlidny.

Vyslovime nyni tvrzeni, které tento vztah popisuje - Itoovo lemma. Definujme nej-
prve tzv. Itodv proces jako stochasticky proces {z(¢), 7 = 0}, ktery lze popsat nasledu-
jici stochastickou diferencidlni rovnici:

26 Plati im, ., R{x, y)x? = lim, ., R(x, y)/y* =0
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GRAF 5 Jensenova nerovnost

Ef©)

AE®

G ko 6, 6

dz(t) = alz, t)dt + bz, t) dW(t) V)
kde a(.) a b(.) jsou deterministické funkce spliujici uréité technické podminky.%”

Itoovo lemma: Méjme Itoav proces {z(¢), ¢ = 0} a dvakrat spojité diferencovatel-
nou funkei flz, ). Pak pro diferencidl funkce f plati nasledujici vztah:

df (2,0) = [z, t)dz + f{z, 00t + (2, 0d2)? =

fiz,alz, )+ fiz, 1) + %fzz(z,t)bz(z,t)

dt + flz, )bz, t)dW(t) (VD)

Jak je vidét, stochasticky totalni diferencial obsahuje o jeden vyraz vice nez kla-
sicky — je to vyraz 1/2 f,.b%dt. Ten se zde objevuje proto, Ze z definice je rozptyl
Wienerova procesu piimo dmeérny ¢asové zmeéné dt a navic lze zjednoduSené psat
(dW(@))? = dt.

Intuitivné lze Itoovo lemma chédpat jako zobecnéni Jensenovy nerovnosti. Ta rika,
Ze konvexni funkce stfedni hodnoty ndhodné proménné je mensi nez st¥edni hodnota
konvexni funkce ndhodné proménné. Pro konvexni funkei A#) ndhodné proménné ¢
1ze psat?®:

AE) = EAM (VID
Tuto nerovnost ilustruje graf 5.2

Itoovo lemma piedpoklada, ze misto ndhodné proménné 6 poéitdme s Itoovym pro-
cesem z(£). Pro nerovnost (VII) pak z (VI) dostaneme:

dfiEz)=f. Edz =f. alz)dt=E dfiz) = E |f. dz + 1/2 {,(dz | = |f,a(z) + 1/2 f,.b%2)]Id¢
(VIID)

protoze EAW = 0 a EdW*? = dt. Nerovnost (VIII) plati samozfejmé pouze za ptredpo-
kladu, Ze funkece f je konvexni, a tedy f.. > 0.

Timto vyétem jsme velice rychle shrnuli zakladni vysledky stochastického poétu.
Jsme si védomi toho, Ze jsme misty vynechali i podstatné detaily; jejich uvedeni by
viak neimérné prodlouzilo text. Je tfeba tici, Ze jsme se snazili postupovat pfimo

27 Konkrétné musi platit: f:,b2 (x, s)ds <~ a ﬂ,lalx, s)lds < = pro véechna t € R",
2% Predpokladame, ze stfedni hodnoty E(6¢) a EA0) existuji.
2% Uvazujeme pro jednoduchost pripad, kdy # nabyva pouze dvou hodnot: ¢, a 8,.
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k Itoovu lemmatu, které je p¥i odvozeni B-S-modelu nenahraditelné, a samotnym sto-
chastickym poétem jsme se zabyvali jen velmi povrchné. Na tomto misté je vhodné
uvést alesporn nékteré publikace, které jdou do vétsi hloubky. Jsou to jednak knihy
zabyvajici se matematickou teorii financi, nap¥. (Dothan, 1990), (Duffie, 1988) nebo
(Malliaris — Brock, 1991), jednak knihy zaméfené na stochasticky pocet jako takovy,
napfi. (Friedman, 1975), (Karatzas — Shreve, 1988) nebo (Mandl, 1976).
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SUMMARY
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Black-Scholes Options Pricing Model

Jiti SLACALEK - John Hopkins University, Baltimore

This paper deals with the most widespread model of options pricing, the
Black-Scholes model. The model is derived in the usual way, by means of [to’s lemma.
The Black-Scholes partial differential equation is obtained under the assumption of
geometric Brownian motion of the underlying stock. Several useful generalizations,
including a brief overview of risk-neutral pricing, are discussed. The last section con-
tains an empirical test of this model using daily data from the Chicago Board Opti-
ons Exchange. The appendix gives a thumbnail sketch of the fundamental results of
stochastic differential calculus.
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